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1. Einleitung

Die Beschreibung von wechselwirkenden Vielteilchensystemen ist das zentrale Anlie-
gen der statistischen Physik. Als besonders kompliziert erweist sich die Behandlung
dichter Coulomb-Systeme, wegen der langreichweitigen Wechselwirkungen und des
quantenmechanischen Charakters. Eine vollstdndige, analytische Theorie fiir solche
Systeme gibt es bisher nicht. Deshalb wird versucht, die physikalischen Eigenschaften
aus mikroskopischen Simulationen abzuleiten.

Zur Simulation dieser Systemen kann die Quanten-Molekular-Dynamik (QMD)
[1, 2] verwendet werden. Sie stellt eine Erweiterung der klassischen Molekular-Dynamik
[3] dar. Dabei treten Wellenpakete an die Stelle klassischer Teilchen. Ihre Dynamik
wird durch aus der Quantenmechanik hergeleitete Bewegungsgleichungen beschrieben.
So wird es moglich, Quanteneigenschaften wie Bindungszustidnde, Austauscheffekte und
Korrelationen zu beriicksichtigen.

Die QMD ist in der Kernphysik [1, 4, 5] zur Beschreibung von Streuprozessen entwickelt
worden. Die Verwendung von Gauflschen Wellenpaketen zur Approximation der Wel-
lenfunktionen und die ersten Simulationen dieser Art gehen auf Heller [4] zuriick. Durch
die Einfithrung eines zeitabhéngigen Variationsprinzips zur Herleitung der Dynamik
der Wellenpakete wurde die Methode wesentlich verallgemeinert [1, 6, 7]. So wurde es
moglich, den antisymmetrischen Charakter der Wellenfunktion in den Simulationen zu
beriicksichtigen [1, 2, §].

Ziel dieser Arbeit ist es, dieses bewidhrte Verfahren in der Plasmaphysik anzu-
wenden. Die ersten Arbeiten dazu stammen von Klakow et al. [9, 10, 11]. Ein
Wasserstoff-Plasma 1st das einfachste aller Plasmen. Die Eigenschaften dieses Systems
sind bereits sehr komplex. Bei tiefen Temperaturen liegt Wasserstoff in molekula-
rer Form vor. Mit zunehmender Temperatur brechen die Molekiilbindung auf und
gleichzeitig setzt die Ionisation der Atome ein. In einem schmalen Temperaturbereich
liegen Molekiile, Atome, Ionen und freie Elektronen vor. Wird die Temperatur weiter
erhoht, verschwinden die Molekiile vollig und immer mehr Atome werden ionisiert. Eine
einheitliche Beschreibung dieser Vorgédnge ist bis jetzt nicht gelungen. Ziel ist es, das
Wasserstoff-Plasma mit einer konsistenten Theorie im gesamten Temperaturbereich zu
beschreiben. Die QMD ist ein erfolgversprechender Ansatz dazu.
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Die Arbeit ist wie folgt gegliedert. Im Kapitel 2 wird die Methode der Molekular-
Dynamik von Wellenpaketen eingefithrt. Ausgehend von einem zeitabhéngigen
Variationsprinzip werden die Bewegungsgleichungen eines Wellenpakets in allgemeiner
Form abgeleitet und Erhaltungssétze diskutiert.

Im Kapitel 3 sind drei verschiedene Ansétze fiir die Wellenfunktionen dargestellt.
Die traditionelle Form der QMD basiert auf Gauflschen Wellenpaketen. Diesem
Zugang werden zwei neue Wellenpakete gegeniibergestellt. Der eine ist aus dem
Wasserstoff-Grundzustand abgeleitet, der andere stellte ein Superposition dar. Die Be-
wegungsgleichungen werden hergeleitet und ihre Eigenschaften diskutiert. Die Streuung
eines einzelnen Wellenpakets an einem Ionen wird beschrieben. Dariiberhinaus werden
in diesem Kapitel die Beriicksichtigung der Antisymmetrie der Wellenfunktion und
Ansétze zur Beschreibung von Molekiile vorgestellt.

Kern der Arbeit ist die Simulation von Vielteilchensystemen mit Coulomb-
Wechselwirkung. Darauf wird im Kapitel 4 eingegangen. Die Simulationsverfahren
werden im Detail erlautert. Die thermodynamischen Eigenschaften des simulierten
Systems werden 1m Kapitel 5 diskutiert und mit Vorhersagen von Modellen der Plasma-
physik verglichen. So werden Schwéchen der Methode aufgezeigt und Verbesserungen
vorgeschlagen. Das Modell wurde daraufhin modifiziert und das neue Verfahren wird
im Kapitel 6 vorgestellt. Schlielich wird ein dynamische Modell zur Bestimmung von
Ionisationszeiten vorgestellt.
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2.1 Einfiihrung

Die Quanten-Molekular-Dynamik (QMD) ist ein Verfahren zur Simulation von Vielteil-
chensystemen mit Quanteneigenschaften. Weitere etablierte Methoden sind Pfadintegral-
rechnungen [12], Quanten-Monte-Carlo-Verfahren [13] und das Car-Parrinello-Verfahren
[14]. In der QMD werden die Teilchen wie in der klassischen Physik durch Trajektorien
beschrieben. Es werden Bewegungsgleichungen abgeleitet, die anschliefend mit einem
geeigneten Integrationsprogramm numerisch integriert werden. So wird es moglich, den
zeitlichen Verlauf eines Systems zu beschreiben und dynamische Groflen zu bestimmen.
Das macht den Vorteil der QMD gegeniiber den anderen eingangs erwdhnten Verfahren
aus.

Im Unterschied zur klassischen Molekular-Dynamik werden die Bewegungsgleichungen
aus der Quantenmechanik abgeleitet. Das fithrt zu veranderten und haufig zu sehr viel
komplizierteren Bewegungsgleichungen. Bei der Beschreibung von Vielteilchensystemen
konnen daher wegen des hohen Rechenaufwands oft nur einfache Ansétze realisiert wer-
den. Ein sehr effektives Verfahren stammt von Heller [4] und beruht auf Gaufischen
Wellenpaketen (GWP). Diese sind bisher in den meisten QMD-Simulationen verwendet
worden.

Zur Herleitung der Bewegungsgleichungen wurde von Reinhard et al. [6] ein zeitabhangi-
ges Variationsprinzip vorgeschlagen. Das wurde von Feldmeier et al. [1] aufgegriffen,
verallgemeinert und sehr detailliert untersucht. Die folgenden allgemeinen Herleitungen
der Bewegungsgleichungen sind diesen Arbeiten entnommen.

2.2 Herleitung der Bewegungsgleichungen

Das hier verwendete Modell der QMD basiert auf einem Ansatz fiir die Elektronwel-
lenfunktionen. Die Wellenfunktionen ¥(g,(¢)) hiangen von zeitabhingigen Parametern
g, ab. Sie bestimmen die Freiheitsgrade und die Wellenfunktion kann nur noch solche
Elemente des Hilbertraums annehmen, die durch die ¢,(t) parametrisiert werden. Der
Hilbertraum wird durch diese Approximation auf eine Untermannigfaltigkeit endlicher
Dimension eingeschrankt. Das fithrt dazu, dafl die Schrédinger-Gleichung nur noch néahe-
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rungsweise erfiillt werden kann. Die Grundlage fiir die approximative Beschreibung ist
das quantenmechanische Variationsprinzip

5 [atL=0 , L(g(t)at) = (¥(a(t)) [i6 — H| ¥(q. () (2.1)

in den Einheiten hi=4mey=1, aus dem die Bewegungsgleichungen der Parameter ¢, abge-
leitet werden. Es fordert, dafl die Abweichung von der exakten Losung der Schrodinger-
Gleichung minimal wird. Die Lagrange-Funktion

L(q.(t),q(t)) = Lo (qu(t), 4u(t)) — H (qu(t)) (2.2)
setzt sich aus den folgenden zwei Anteilen zusammen:
. . d
o(al)blt) = #{ W) | ] #wt0) 23)
: 0 :
= S {wlat) 5 | wla) )i
H(q(t) = (¥(a(t)|H|¥(q) (2.4)
Daraus ergeben sich die Beziehungen:
0H 0Ly . 0 (aLo)
i, =2at 0w\ 29
Ausgehend von den Euler-Lagrange-Gleichungen
d (0L oL
dt (aqu) “og, 20

konnen unter Beriicksichtigung von (2.5) die Bewegungsgleichungen fiir die Parameter
qu (2.9) abgeleitet werden.

ilo) = oo >
v~ (Sa) (o) .
= S(aon) Yoy (a) o
0*L 0L
B ;(0%3?@_0%6;) %
=: %:Amu
i = YA 2
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Fiir eine analytische Herleitung der Bewegungsgleichungen ist dieser Weg unter Verwen-
dung der Lagrange-Funktion sehr rationell. Bei komplexen Anséatzen fiir die Wellenfunk-
tion ist oft nur noch eine numerische Bestimmung von A,,, sinnvoll, da die entstehenden
Ausdriicke sehr kompliziert sind. Dann sollte die explizite Gleichung

A = 21 (-0 0) | - Wl (2.10)

benutzt werden. Sie ergibt sich durch Einsetzen von (2.4) in (2.9). Bei geeigneter Wahl
der Wellenfunktion ergibt sich fiir die Matrix die symplektische Form

A= ( ? _01 ) (2.11)

Die Parameter konnen in Paare kanonischer Variablen geordnet werden und als Bewe-
gungsgleichungen ergeben sich Hamiltonsche Gleichungen. Das wird anhand von zwei
Beispielen in den Abschnitten 3.1 und 3.2 gezeigt.

2.3 ErhaltungsgroBBen

Erhaltungsgrofen spielen in der Physik eine wichtige Rolle. Aus dem Ehrenfestschen
Theorem folgt, dafl zu jeder Symmetrietransformation, die ein System invariant 1a8t,
eine Erhaltungsgrofie gehort. In die Quantenmechanik wird ein Observable dann
erhalten, wenn der zugehorige Operator mit dem Hamiltonoperator vertauscht. Die
Dynamik von Wellenpaketen stellt eine Néherung der quantenmechanischen Loésung
dar. Das folgende Theorem von Feldmeier et al. [2] gibt an, unter welchen Bedingungen
eine GroBe auch durch die Wellenpaketdynamik erhalten wird:

Ist G ein hermitescher Generator einer unitaren Transformation

A

U =exp (zaé’) . (2.12)

U bildet die Menge der parametrisierten Wellenfunktionen M = {|¥(g,))} auf sich selbst
ab:

V[T(q) eM gilt U[¥(g) =[T(q)) e M (2.13)
dann folgt fiir den Erwartungswert G = <\I/(ql,) é’| \I/(ql,)>:
d A s
~6 = <\I/(ql,) i[H, GH xy(qy)>. (2.14)

Daraus folgt, G ist ein Erhaltungsgréfie, wenn {I:I, G’}_ = 0 und (2.13) gelten. Die erste

Bedingung ist in der Quantenmechanik hinreichend. Die zweite wird in der Wellenpaket-
dynamik zuséatzlich gestellt. Sie kann so interpretiert werden, dafl eine Erhaltungsgrofie
der Quantenmechanik nur dann erhalten wird, wenn die aus der Wellenpaketdynamik
resultierenden Einschrankungen des Hilbertraums dies erméglichen.
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3.1 GauBsche Wellenpakete

In den meisten Simulationen der QMD [4, 10, 2, 15, 16, 1, 11, 9, 8] werden Gaufische
Wellenpakete (GWP) verwendet. GWP sind exakte Losung der potentialfreien Schrodin-
ger Gleichung. In Systemen mit Wechselwirkungen stellen sie eine Approximation der
quantenmechanischen Lésung dar. Im folgenden werden die Bewegungsgleichungen der
Gauflsche Wellenpakete (3.1) aus dem Variationsprinzip (2.1) wie Kapitel 2 hergeleitet.

(7)) = (%)3/4 exp {— (% - z'pﬁ) (Z—7)° +ip(Z — F)} (3.1)

[WEI*

Abbildung 3.1: Ein GauBsches Wellenpaket am Ort # mit dem Impuls 7 und der Breite 5'/2

Ein klassisches Teilchen im dreidimensionalen Raum hat drei Freiheitsgrade und der
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Phasenraum wird durch drei Ort- und drei Impulskoordinaten parametrisiert. In diesem
Wellenpaketansatz kommt noch ein weiterer Freiheitsgrad, die Breite des Paketes 3,
hinzu. Durch 3 und den dazugehérigen kanonischen Impuls pg wird der Phasenraum um
zwel Dimensionen erweitert. Daraus ergeben sich die folgenden acht Variationsparameter:

7 - der Ort des Wellenpakets (3 Parameter),
p - der Impuls des Paketes (3 Parameter),
[ - der Parameter fiir die Breite und

pg - der zu 3 gehorige kanonische Impuls.

Der Vorfaktor in (3.1) gewéhrleistet die Normierung der Wellenfunktion. Der erste
Term im Exponenten bestimmt die Form des Wellenpakets (Abb. 3.1) und der zweite
Term beschreibt die Bewegung des Paketes. Die Bezeichung der Parameter folgt aus
dem Erwartungswert des jeweiligen quantenmechanischen Operators:

ploe) , B= <xI/G (G- (&) foG> (3.2)

Daraus ergibt sich die Unschirfe im Ortsraum /3 und die im Impulsraum Lﬁ Das

7= <@G|f\ To) . F=(T¢

Produkt aus beiden ist gleich 2 = 1 und die Heisenbergsche Unscharferelation ist fiir
beliebige Breiten erfiillt.

Die Lagrangefunktion entsprechend (2.2) fiir diesen Ansatz lautet:
Lo=F 7+psfi—He , Ha=(¥c|H|Us) (3.3)

Aus den Euler-Lagrange-Gleichungen (2.6) folgen kanonischen Bewegungsgleichungen:

) 0Hg . OHg
e i = 4
p 077 " ap,' (3 )

. O0Hg . O0Hg
_ _ e 3.5
Ps R B s (3.5)

Die Matrix A,, hat die symplektische Form (2.11) und die Gesamtenergie ist eine
Erhaltungsgrofie. Im Vergleich mit spéter diskutierten Ansatzen sind diese Bewegungs-

gleichungen sehr einfach und deshalb wurden bisher hauptsichlich GWP zur QMD

verwendet.

Freie Wellenpakete: Fiir ein freies Teilchen im Vakuum besteht die Hamiltonfunktion
nur aus der kinetischen Energie:

~2
p 1 1 2 9 5
Hoe=(Ug|— | T = —— (Vg |A|¥g)= — [ 4 — 4 3.6
o= (o |Llwo) = (w8l 0 = - (54 4 ) (36)
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Zur kinetischen Energie klassischer Teilchen f—; kommen noch zwei weitere Betrage hin-
zu. Sie resultieren aus der Form des Wellenpakets werden deshalb als Kriimmungsenergie
E¢ bezeichnet. Die Bewegungsgleichungen

4Bps L9 25 (3.7)

:0 ) r = 5 18: - , pﬁ_8m/82 -

r
m

geben die geradlinige Bewegung im Vakuum bei gleichzeitigem Zerflieflen des Wellen-
pakets wieder. 3 wéchst quadratisch mit der Zeit und wie aus der QQuantenmechanik
bekannt ist, nimmt die Ortsunschirfe des Wellenpakets mit der Zeit zu. Darauf wird im
Abschnitt 4.2 detailliert eingegangen.

Elektron-Proton-Wechselwirkung: Es wird ein 2-Teilchen-System aus einem Elektron

und einem Proton, das im Koordinatenursprung fixiert ist, betrachtet (e? := %):
,A—g 2 1 ” 2
HG = \I/G — 7= \I/(;> ( 6 + — ) — —_,erf{ r } 3.8
(%0 a1 o (W04 35 +2) et g5 @9
0

- B= 133
***** B= 233
~—~ Bp=5a,
- B=10g,’
——— Coulomb-P. |

-5.0 -2.5 0.0 2.5 5.0
r/a

Abbildung 3.2: Potential der Elektron-Proton-Wechselwirkung: Das Coulomb-Potential wird we-
gen der Ortsunschéirfe des Wellenpakets bei kleinen Abstdnden modifiziert. Je grofier die Breite um
so schwécher ist die Wechselwirkung. Im Grenzfall kleiner Breiten 3 — 0 ergibt sich das Coulomb-
Potential.

10



3. Ansatze fiir die Wellenfunktion

P,

0.5
4 04

B —

- B X

i - -0.1

| o 4 -03
1 o4

Abbildung 3.3: Konturlinien der Energie eines Gauflschen Wellenpakets als Funktion von § und pg
bei ¥ = Fproton und p= 0 (B in Einheiten von agp, pg in a§1 und E in Ry)

In diesem System gilt Drehimpulserhaltung, denn bei jeder Symmetrietransformation
der Drehgruppe SO(3) eines beliebigen GWP entsteht wieder ein GWP. Auferdem
vertauschen die Generatoren der Drehgruppe ﬁl,ﬁg,ﬁ;; mit dem Hamiltonoperator.
Wie in Abschnitt 2.3 erlautert wurde, sind damit die Voraussetzungen fiir Drehimpul-
serhaltung erfiillt.

Das Coulomb-Potential wird wegen der Ortsunschérfe des Wellenpakets bei kleinen
Abstanden modifiziert (Abbildung 3.2). Anstelle der Singularitdat bei r — 0 tritt ein
Potentialtopf mit der endlichen Tiefe ez\/%. Je kleiner # und damit die Breite des
Paketes wird, um so tiefer wird der Potentialtopf am Ion. Die Bewegung in diesem
Potentialtopf ist in Abbildung 3.4 dargestellt. Da die Energie Hg < 0 ist, bewegt
sich das Paket um das Ion und es ergibt sich ein gebundener Zustand. Ein klassisches
Teilchen wiirde sich in diesem Potential auf Ellipsenbahnen bewegen. Da die Breite
des Paketes aber oszilliert, verschiebt sich die Ellipsenbahn langsam und es entsteht
die dargestellte quasiperiodische Bewegung um den Kern. Die Gesamtenergie Hg
beschrankt die Bewegung sowohl im Ortsraum als auch im F-pg-Raum. Es wird
periodisch Energie zwischen der Bewegung im Ortsraum und der Breiten-Dynamik
ausgetauscht. Die Energie der Breiten-Dynamik wird maximal, wenn die “Trajektorie”
im 3-pg-Raum die duBere Grenze erreicht. An der inneren Schranke ist sie minimal.
Bei GWP mit Energien Hz > 0 handelt es sich um freie Elektronen. Sie werden
am Potential des Ions gestreut. Dieser Prozef ist in Abbildung 3.5 fiir verschiedene
Stofiparameter dargestellt.

11
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Abbildung 3.4: Ein Gaufisches Wellenpaket befindet sich in einem gebundenen Zustand an einem Pro-
ton (e) mit der Energie Hg < 0. Tm oberen Bild ist Trajektorie im Ortsraum und im unteren die “Be-
wegung” im (-pg-Raum dargestellt. Es handelt sich um einen Ausschnitt aus einer quasi-periodischen
Bewegung und nicht um einen stationédren Orbit.

12
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Abbildung 3.5: Trajektorien von 5 Gaufischen Wellenpaketen bei Streuung am Proton (e)

Fiir die folgenden Parameter ergibt sich ein stabiler Grundzustand am Proton:

F=0 , p=0 , B==—d4 , psg=0 (3.9)

Dieser Zustand ist ein Fixpunkt der Dynamik des Systems. Er ergibt sich auch aus dem
Ritzschen Variationsverfahren. Die Energie dieses Zustandes betrdgt 11.5 eV und weicht
damit deutlich vom tatsidchlichen Wert 13.6 €V ab. Die Ursache ist, dafl ein GWP den
1s-Grundzustand nur ndherungsweise wiedergeben kann. Dieses Problem wird mit dem
nun folgenden Ansatz gelost.

3.2 \Wasserstoffahnliche Wellenpakete

Durch einen anderen Ansatz fiir die Wellenfunktion ist es moglich die exakte Wasser-
stoffgrundzustandsenergie von 13.6 €V zu erreichen. Der 1s-Zustand mufl dazu Element
der Menge der parametrisierten Wellenfunktionen sein. Eine Moglichkeit ist der Ansatz

Up(7) = (%)3/2 %exp {— (;—p + ipp) |7 — 7 + ip(F — F)} , (3.10)

13
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[wx)f

I x

r

Abbildung 3.6: Ein wasserstoffihnliches Wellenpaket

der als wasserstoffahnliches Wellenpaket (WWP) bezeichnet werden soll. Er wurde im
Rahmen dieser Arbeit entwickelt und stellt eine Alternative zu den GWP dar.
Die Variationsparameter sind:

7 - der Ort der Paketes,
p - der Impuls des Paketes,
p - der Parameter fiir die Breite und

pp - der dazugehorige Impuls

Die Lagrange-Funktionen Ly entsprechend (2.2) lautet:
Ly =p 7 +pyp—Ha , Ha= (U |H|Uy) (3.11)

Dieser Ansatzes fithrt ebenfalls auf Hamiltonsche Bewegungsgleichungen:

. OHy . OHg
pl - arl rl - apl (312)
po— = 1

Diese Wellenfunktion ist am Punkt 7 stetig aber nicht differenzierbar. Das ist nur dann
physikalisch sinnvoll, wenn das Potential dort singular ist und sich an dieser Stelle ein
Ion befindet. In der Umgebung der Singularitit kann aus der Schrédinger-Gleichung eine

14
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Bedingung fiir die Ableitung der Wellenfunktion abgeleitet werden. Sie wird in [17] als
“Cusp”-Bedingung bezeichnet. Wenn sich das WWP genau am Proton befindet, ist sie
erfiillt. Entfernt sich das WWP aber vom Ion, wird sie verletzt, denn eine Spitze in der
Wellenfunktion ist dann nicht sinnvoll. Wird ein WWP als Anfangsbedingung fiir die
Wellenfunktion vorgegeben, tritt bei der exakten Losung der potentialfreien Schrodinger-
Gleichung ein Glattung der Spitze ein. Bei der Dynamik der WWP bleibt die Spitze aber
wegen des Ansatzes erhalten. Deshalb sind die WWP keine exakte Losungen der freien
Schrédinger-Gleichung. Trotz dieser Unzulanglichkeit kann mit diesen Wellenpaketen wie
mit den GWP simuliert werden. Die Eigenschaften beider Pakete sind sehr dhnlich. Beide
zerfliefen 1m Vakuum. Das Coulomb-Potential wird bei kleinen Absténden modifiziert.
Der Parameter p bestimmt die Stirke der Wechselwirkung in Analogie zu  bei den
GWP. Die Hamilton-Funktion fiir ein System aus einem Proton und einem Elektron

lautet:
Ho=— (4 2 45) =S |1 L (3 (3.14)
= — | —+p |- |l—exp{-3— ;| = .
T om \Pr g TP |7 P p 2p

Man findet wiederum Streuzustande mit Hy > 0 (Abbildung 3.7) und gebundene
Zustande mit Hy < 0 (Abbildung3.8). Der stabile Grundzustand mit einer Energie
13.6 €V ergibt sich fiir die Parameter:

- — 3
r=0 , p=0 |, p=508 p, = 0. (3.15)

Die Verwendung dieses Ansatzes ist sinnvoll, wenn die exakte Grundzustandsenergie

40.0
20.0 |
g o00f
>
-200 |
_400 L L I
-30.0 -20.0 -10.0 0.0 10.0

x/a,

B

Abbildung 3.7: Trajektorien von 5 wasserstoffihnlichen Wellenpaketen bei Streuung am Proton (e)

15
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pp/aB

Abbildung 3.8: Ein wasserstoffihnliches Wellenpaket befindet sich in einem gebundenen Zustand
an einem Proton (e) mit der Energie Hy < 0. Im oberen Bild ist Trajektorie im Ortsraum und im

unteren die “Bewegung” im @-pg-Raum dargestellt. Es handelt sich um einen Ausschnitt aus einer
quasi-periodischen Bewegung und nicht um einen stationdren Orbit.

16
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von 13.6 eV wichtig ist und wenn auf die korrekte Beschreibung der freien Bewegung
verzichtet werden kann. Deshalb wurde er von Podlipchuk et al.[18] und im Abschnitt
6.4 zur Berechnungen von lonisationszeiten in Plasmen verwendet.

3.3 Superpositionsansatz

In diesem Abschnitt soll ein Superpositionsansatz vorgestellt werden, der Eigenschaften
der GWP und der WWP besitzt. Bei der Konstruktion wurden vier Bedingungen gestellt:

Die Bewegung freier Elektronen sollte richtig wiedergegeben werden.

Der 1s-Grundzustand mit 13.6 eV Bindungsenergie soll enthalten sein.

Die “Cusp”-Bedingung darf nicht verletzt werden.

Es sollen Uberginge zwischen dem Grundzustand und freien Zustinden moglich
sein.

N =

Danach wurde der Superpositionsansatz (3.16) mit 12 Parametern konstruiert:

N¢, der komplexen Amplitude des GauBanteils, 2 Parameter

Ny, der komplexen Amplitude des 1s-Grundzustandes, 2 Parameter
«, einem komplexen Parameter, der fir % — 1pg steht, 2 Parameter
7 - dem Ort des GauBanteils, 3 Parameter

p - dem Impuls des GauBanteils, 3 Parameter

Us(7) = No¢a(T) + Nuon(T) (3.16)

) = <2Reo‘> " exp {—a(@— +ipd — )

ba (T
1

S 1y, =
or(7) = \/@GXP{—E m_RION‘}

¢p 1st die Wellenfunktion des Wasserstoffgrundzustands 1s. In diesen Teil sind kei-
ne Variationsparameter enthalten, weil sich dieser Zustand im zeitlichen Verlauf nicht
verandern soll. Anders als bei den WWP wurde die Breite auf den Bohrschen Radius ag
fixiert. Variabel ist allein die komplexe Amplitude Ny, die angibt, wie stark der Grund-
zustand besetzt ist.

Der Superpositionsansatz besitzt die geforderten Eigenschaften, denn:

1. Durch Ng = 1 und Ny = 0 wird ein freies Teilchen beschrieben.
2. Der entgegengesetzte Fall, No = 0 und Ny = 1, liefert den 1s-Grundzustand mit
13.6 eV Bindungsenergie.

3. Der 1s-Anteil wurde am Ort des Ions fixiert. Dadurch wird die “Cusp”-Bedingung
erfiillt.
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3. Ansatze fiir die Wellenfunktion

4. Ng und Ny sind Variationsparameter. Sie verandern sich mit der Zeit, wenn das
Uberlappungsintegral (¢¢ |¢pm) von Null verschieden ist. So werden Ubergange
ermoglicht, wie in Abbildung 3.10 erkennbar ist.

Um den Erwartungswert eines Operators O zu bestimmen, miissen drei Integrale be-
rechnet werden:

(¥5[0]ws) = INal* (66 |0] éa) + [Nul* (9 O] 6m) +2Re [N (5[0 6n )|
(3.17)
Das hat zur Folge, da} die Normierung der Wellenfunktion aufwendiger ist. Im Falle
der GWP und der WWP sind die Wellenfunktionen per Konstruktion normiert. Hier
sind es nur die beiden Anteile fiir sich und die Anfangsbedingungen miissen so gewéhlt
werden, dafl (Us|¥s) = 1 gilt. Wenn die Anteile von einander isoliert sind, d.h. das
Uberlappungsintegral (é¢ |ox) ist Null, gilt |Ng|? + |Ng|?> = 1. Im zeitlichen Verlauf
wird die Normierung erhalten. Sie ist wie die Gesamtenergie eine Erhaltungsgrofe.
Die Hamiltonfunktion fiir die Elektron-Proton-Wechselwirkung

_22 \I/S(:?:)> - <\I/S(:E)

eZ

(ws(@) | ] ws(@)) = (2s(d)

\I/S(:?;)> (3.18)

@~ Rion
besteht aus der kinetischen Energie des Elektrons
(Us|A|Ts) = |Nel*(¢c|Alde) + INul* (¢n |A] om) (3.19)

+2Re [NGNu (b |A| )]
= |Ng|*Tec + |Nu|*Tun + 2Re [NsNuTen]

-1
Ty = —
ap
I 2
TGG = —3 lRea —|— ( ma) ] —[32
Rea
Tew = |14, B,C, D)~ 2104, B,C,D)| — ( i )
azB ) ap s Dy Yy /—ﬂ_a% Rea
1
A= —
ap
B=a"

C_: = —2a* (EION — F) — lﬁ
D=—-o" (RION - 7“) —p (RION - 7“)
und aus der potentielle Energie aus der Elektron-Ion-Wechselwirkung:

<\I/S(;F)

1

—

—

|7 — Rion|
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3. Ansatze fiir die Wellenfunktion

1
Ver = —
ap
erf{\/2R6a|ﬁION—F|}
Vo =

|Bron — 7

N

Vou = I“V(A,B,C,D)— ( i )

\/@ 2Rear
1
A
B=a"
C_: = —2a* (EION — F) — Zﬁ
D=—-¢a" <E[0N — F)z — iﬁ(ﬁ[o]\[ — F) .
I™(4,B,C,D) := /d3;?; @] exp {~A[#] - B#* + C-&+ D) (3.21)

o = e () - (305
o o) s fasen () -5
f(z) = ¢ erfe{z}

Numerische Realisierung: Die numerische Umsetzung ist erheblich aufwendiger als
bei den beiden vorher diskutierten Ansédtzen. Das hat zur Folge, dafl die Hamilton-
funktion H komplizierter wird und dafl die symplektische Form der Matrix A,,, verlo-
ren geht. Zur Bestimmung eines Matrixelements der 12 x 12 Matrix miissen jetzt drei
Integrale entsprechend (3.17) berechnet werden. Um den Aufwand zu verringern, wur-
den die Matrixelemente numerisch bestimmt. Fiir das folgende Verfahren miissen nur
das Uberlappungsintegral zweier Wellenfunktionen mit verschiedenen Parametersitzen

I'=(T¥s5(¢)|¥s(q,)) und die Hamiltonfunktion H = <\I/5 ‘ff‘ \I/5> bekannt sein.

I: <\IIS(4V)|\I]S(QV)> = <\I]S(NG7NH7O’J77%7§‘)|\IIS(NG,NH7O{,7?7}7)> (322)
= N§Noloe + NjNulun + 2Re [Ny Nelng)|

Ing =1
c? 4RedRea g
Tre — & L p\[2heahea
GG exp {43 + } ( 52 )
B=ao+4&"

C = 26"F + 207 + i(F — )
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3. Ansatze fiir die Wellenfunktion

D = —6"F — o + ifiF — ijF
Ing = I(O)(AvBach)
1
A=
ap
B=a«
C_: = Zﬁ— 20é* (EION — F)

D=« (EION — F)z — iﬁ(ﬁ[o]\r — F)

Das Matrixelement A, soll aus (2.10) berechnet werden. Dazu muf} eine zweifache par-
tielle Ableitung bestimmt werden. Zur Vereinfachung werden folgende Gréflen definiert:

a = qllab = Qqu, \Ij(avb) = \IIS(qlMQM)

<%qf %xy> ~ %(\If(a—l—h,b)|\1/(a,b—|—h)>—<\I/(a—|—h,b)|\1/(a,b)>

— (V(a,b+ 1) [¥(a,b)) + ((a,b) [¥(a,b))] (3.23)
In gleicher Weise konnen die Ableitungen der Hamiltonfunktion bestimmt werden.

0H(a) 1

90 % [H(a+h)— H(a)] (3.24)
Die entscheidende Idee dieser Methode besteht darin, dafl auf die Lagrange-Funktion und
auf (2.9) verzichtet werden kann. Der Aufwand an analytischen Rechnungen reduziert

sich dadurch erheblich.

StreuprozeB am Proton: Der Superpositionsansatz ist nicht zur Simulation von Viel-
teilchensystemen geeignet, weil die Auswertung der Bewegungsgleichungen um ein Viel-
faches aufwendiger ist als bei den GWP oder den WWP. Deshalb wurde nur der Streu-
prozeB eines einzelnen Elektrons an einem lon simuliert. Durch den Superpositionsansatz
besitzt die Wellenfunktion mehr Freiheitsgrade, und ihre Form kann sich im Laufe der
Zeit stark verandern.

Abbildung 3.9 zeigt die Trajektorie des GauBlanteils im Superpositionsansatz. Es wurde
mit Ng = 0.99, d.h. fast mit einem reinen Gaufizustand gestartet. Aus der Normierung
folgt N = 0.14. Zum Vergleich wurde noch die Trajektorie eines reinen GWP eingezeich-
net. Vor der Streuung stimmen beide iiberein, doch durch die verdnderte Wechselwirkung
in der Néhe des Ions unterscheiden sich die auslaufenden Trajektorien. Abbildung 3.10
zeigt die zeitliche Verdanderung der Amplitude des Gauflanteil Ng und des 1s-Anteils
Ny.

In Abbildung 3.3 oben ist die Wellenfunktion des Elektrons vor dem Stofl dargestellt.
Der GauBanteil dominiert. Mit der Anniherung an das Ion nimmt das Uberlappungs-
integral (Abb. 3.10) zu. Zunachst nimmt Ny etwas ab, steigt dann aber deutlich an.
Das heifit, der 1s-Zustand wird zunehmend besetzt. In den Abbildungen 3.3 und 3.12
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3. Ansatze fiir die Wellenfunktion

wird dies durch die starke Deformation der Wellenfunktion deutlich. In Abbildung 3.12
im mittleren Bild haben sich zwei Maxima gebildet. Dabei kann nicht jeweils ein Ma-
ximum dem Gaufanteil und eines dem 1s-Anteil zuordnet werden, sondern sie sind das
Ergebnis der Superposition zweier Anteile mit komplexen Phasen. Im weiteren Verlauf
des Streuprozesses nimmt das Uberlappungsintegral wieder ab und die Besetzung des
1s-Zustandes geht auf den niedrigen Anfangswert zuriick. Wegen der Energieerhaltung
darf auch kein Anteil im 1s-Zustand zuriick bleiben. Dazu miifite ein weiteres Teilchen
am Stof} teilnehmen. Am Schluf} liegt in Abbildung 3.13 unten wieder ein fast reiner
GauBzustand vor. Dieses Paket zerflieBt zunehmend. Die Hohe nimmt ab und die Breite
wachst quadratisch mit der Zeit, wie aus dem Vergleich der letzten Abbildungen deutlich
wird.
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Abbildung 3.9: Elektron-Proton-Streuung, beschrieben durch den Superpositionsansatz. Die Bewe-
gung verlduft von links nach rechts. Die durchgezogene Linie ist die Trajektorie des GaufBanteils im
Superpositionsansatz. Die gestrichelte Linie ist die Bahn eines reinen Gaufipaketes. Die Kreise markie-
ren die Orte, an denen die Wellenfunktion in den Abbildungen 3.3 bis 3.13 dargestellt ist.
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Abbildung 3.10: Elektron-Proton-Streuung, beschrieben durch den Superpositionsansatz: Die Ampli-
tude des GauBanteils Ny, die Amplitude des 1s-Zustandes NV, und das Uberlappungsintegral I sind iiber
der Zeit aufgetragen.Die Kreise auf der Abzisse markieren die Zeiten, zu denen die Wellenfunktion in

den Abbildungen 3.3 bis 3.13 dargestellt ist.
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Abbildung 3.11: Die Elektronwellenfunktion wahrend des Streuprozesses an einem Ion: Das Qua-
drat der Wahrscheinlichkeitsamplitude |¥g(z,y,z)|? ist zu verschiedenen Zeiten {iber dem Ort, der
XY-Ebene, in der der Stof3 ablduft, dargestellt. Das Gaufische Wellenpaket ndhert sich dem Ton und
im unteren Bild ist eine erste Deformation des Pakets aufgrund einer schwachen Besetzung des 1s-
Grundzustandes zu erkennen.
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Abbildung 3.12: Die Besetzung des 1s-Zustandes nimmt zu und durch die Superposition der beiden
Anteile bilden sich zwei Maxima heraus. Im mittleren Bild hat der Gauflanteil den Punkt der grofiten
Anndherung an das Ion erreicht.
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Abbildung 3.13: Die Besetzung des 1s-Zustandes nimmt wieder ab. Im letzten Bild ist der eigentliche
Streuprozefl abgeschlossen und es liegt wieder ein fast reiner Gaufizustand vor.
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4. Vielteilchensysteme

4.1 Bewegungsgleichungen

Ein Wasserstoff-Plasma besteht aus positiv geladenen Ionen und negativ geladenen Elek-
tronen. Die Elektronen werden quantenmechanisch beschrieben und die Ionen werden
wegen ihrer sehr viel groferen Masse wie klassische Punktteilchen behandelt. Die Wellen-
funktionen der Elektronen werden durch GWP und WWP approximiert. Die Grundlage
fiir die Simulation bilden die aus dem Variationsprinzip (2.1) abgeleiteten Bewegungs-
gleichungen (3.4) bzw. (3.12). Mit der QMD wird ein neutrales System aus Ionen und
Wellenpaketen mit Coulomb-Wechselwirkung simuliert. Die Hamiltonfunktion dieses Sy-
stems setzt sich aus verschiedenen Anteilen zusammen:

H="Tion+ T+ Vien + Ve, + VEi_10n (4.1)

Zu den beiden folgenden Termen tragen nur die Ionen bei:

Pt
T, = S PL 4.2
! 2}: 2M; (4.2)
e’ L
Vien = Y, 5= + ®rwaa (|71 — 1)) (4.3)

1<y [T =77

Es wird ein System mit periodischen Randbedingungen betrachtet. Da die Coulomb-
Wechselwirkungen langreichweitig sind, miissen bei der Berechnung des Potentials nicht
nur die Teilchen in der Simulationsbox, sondern auch alle Ladungen in den Nachbarbo-
xen berticksichtigt werden. Unter der Bedingung, dafl das System neutral ist, ergibt sich
ein konvergenter Ausdruck, der hier mit ®g,q4 bezeichnet wird. P.P. Ewald hat 1921
eine effektive Methode zur Berechnung dieses Ausdrucks vorgeschlagen [19, 20, 21, 3].

In die folgenden Terme geht die Form der Wellenfunktion ein.

Tp. = Y, T]Sl), (4.4)
Ve, = > Ve + ®rwad (7 — 7)) (4.5)
i<j
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Vii—ton = Y VEi—1on1; — ®Ewaa (|F1 — 7)) (4.6)
Ij
’7\)2
Ty, = <\If o \If> (4.7)

Vs = (D00 o) (45)
Vitsotos = (00| (2 (1.9

In den folgenden Formeln findet man die Ausdriicke aus (3.8) und (3.14) wieder. r steht
fiir den Abstand der jeweiligen Teilchen.

e = ﬁ <4p;éﬂ + % +7 ) (4.10)
Ty = ﬁ (p,% + % +ﬁg) (4.11)
Va—Bi,ion = —er—zerf{r %} (4.12)
Via_Bi,ton = —i—z [1 — e (;—; + 1)] (4.13)

Die Elektron-Elektron-Wechselwirkung wurde fiir zwei GWP (4.14), fiir zwei WWP
(4.16) und fiir ein GWP mit einem WWP (4.15) berechnet. (4.10), (4.12) und (4.14)

sind bereits in [9] angegeben worden.

e? 3
VGG,i]’ = 7erf r W (414)
j
e2 —1’2(12 a
Vor = et{rd}—e*s— [f( —|—rd> f (3 - rd)] (4.15)
flz) = ez2erfc{:1;} (arg — 1) , d= 2; , a= %
V; A ez 1 1 —rdld4 d d2 —rdjd4 d2 d2
i = {1+ TG - 3] — TRl (d] - 3dD)
_ ¢ 2didj 1 —rd; | 3
¥ Lld2emrdi 4 dier ] (4.16)
di:i,dj:i,qzzd?—dg
pi pi

Bei allen drei Wechselwirkungspotentialen handelt es sich um bei kleinen Abstdnden
modifizierte Coulomb-Potentiale. In diesem Bereich ist die Abstolung von Wellenpake-
ten wegen der Ortsunschirfe geringer als die klassischer Punktteilchen. Je gréfler die
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Abbildung 4.1: Plasma mit 64 Tonen und 64 Elektronen: Die Ionen sind durch die Kreise darge-
stellt. Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit der Elektronen wird durch die unterschiedliche Schwérzung
angedeutet.

Breite wird, um so schwicher ist die Abstofung. Wenn die Breite beider Pakete gegen
Null geht, ergibt sich in allen drei Ausdriicken wieder das Coulombgesetz als Grenzfall.
Das Potential zwischen Ionen und Elektronwellenpaketen zeigt gleiche Eigenschaften

(Abschnitt 3.1 und Abbildung 3.2).

4.2 Die Breite der Wellenpakete

Die Breite der Wellenpakete ist der einzige rein quantenmechanische Freiheitsgrad der
GWP und der WWP. Durch ihn unterscheiden sich die ausgefithrten Simulationen von
quasi-klassischen Methoden mit effektiven Potentialen [21]. Auf die Besonderheiten
bei der Simulation mit variabler Breite wird in diesem Abschnitt eingegangen. Fixiert
man die Breite der Pakete und vernachléssigt man die Austauscheffekte aus Abschnitt
4.5, so erhidlt man eine quasi-klassische Simulation mit aus der Quantenmechanik
abgeleiteten Potentialen. Die fixierte Breite spielt die Rolle eines Parameters, der die
Modifikation des Coulomb-Potentials bei kleinen Absténden aufgrund der Ortsunschérfe
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der Elektronen beschreibt.

Befindet sich das Wellenpaket im Grundzustand an einem Ion (3.9,3.15), so hat
es eine konstante Breite. Bewegt es sich um das Ion, wie in den Abbildungen 3.4 und 3.8
dargestellt, so schwankt die Breite um einen Mittelwert, der mit dem mittleren Abstand
zum lon zunimmt. Wellenpakete im Vakuum zerflieen permanent und ihre Breite
nimmt quadratisch mit der Zeit zu. Die Simulation steht zwischen diesen Extremféllen.
Ein Elektron kann sich auf einer Bahn um ein Ion bewegen, durch einen Stofl frei
werden und auch unter Wechselwirkung mit einem dritten Teilchens wieder eingefangen
werden. Die Wechselwirkung mit den Ionen bewirkt, dafl die Breite der Wellenpakete
kleiner wird. Befinden sich weitere Elektronen in der Umgebung, so verstérken sie das
ZerflieBen eines Elektronwellenpakets. Die Dynamik der Breite der Wellenpakete wird
in Abschnitt 4.4 diskutiert.

ZerflieBen der Pakete: Im Laufe der Simulation kommt es immer wieder vor, dafl
Elektronen sehr stark zerflieflen, ihre Breite Grofenordnungen der Boxlange erreicht
und sie nahezu ebene Wellen darstellen. In diesem Fall tritt aber eine Entkoppelung
von den anderen Teilchen ein, weil das Coulomb-Potential durch die Breite sehr stark
abgeschirmt ist. Eine Konzentration des Paketes wiirde erst wieder eintreten, wenn das
Elektron sehr dicht an einem lon gestreut werden wiirde. Wenn das nicht haufig genug
passiert, zerflieft das Paket weiter. Aus diesem Grunde wurde eine obere Schranke fiir
die Breite, in den meisten Simulationen die dreifache Boxlange, eingefiihrt.

Bei grofien Breiten miiite auch der Einflufl von Teilchen in der Nachbarbox auf die Brei-
tendynamik beriicksichtigt werden. Doch in der Simulation wurde nur die Ewaldsumme
fiir Punktteilchen verwendet. Deshalb wird die Wechselwirkung bei grofien Breiten nur
naherungsweise beschrieben.

Begrenzung der Breite: Fiir eine Begrenzung der Breite mufl die Hamiltonsche Dyna-
mik verdndert werden. Erreichen die Breitenparameter 3 bzw. p die eingefithrte Schran-
ke, so wird das Vorzeichen des zugeordneten Impulses (von Plus nach Minus) invertiert.
In Abbildung 4.3 sind die “Trajektorien” im (-ps-Raum dargestellt. Wenn 3 auf ei-
nem oberen Ast die Schranke erreicht, wird das Vorzeichen von pg invertiert und die
“Bewegung” lduft auf dem unteren Ast zuriick. Dieses Vorgehen ist mit reflektierenden
Randbedingungen im Ortsraum vergleichbar und besitzt den Vorteil, daf} die Gesamt-
energie des Systems unverdndert bleibt.

Je tiefer die Temperatur und je hoher die Dichte ist, um so seltener wird die Schranke
erreicht. Es muf allerdings eingeraumt werden, dafl die aus der Simulationen abgeleite-
ten Grofen von der Wahl der oberen Schranke abhiangen kénnen. Mit dieser Schranke
erhdlt man ein stabile Verteilung der Breiten der Pakete. Sie ist in Abbildung 4.4 dar-
gestellt. Durch die Begrenzung der Breite wurde der lange Schwanz in der Verteilung
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Abbildung 4.2: Darstellung der Elektronwellenfunktionen auf der Oberflaiche der Simulationsbox. Die
Farben kennzeichnen die Aufenthaltswahrscheinlichkeit der Elektronen: von rot (sehr gering), gelb, griin,
blau bis violett (sehr hoch). Die gebundenen Elektronen haben ein stark lokalisierte Wellenfunktion und
machen die Farbunterschiede aus. Die freien Elektronen sind wegen grofien Breite der Wellenpakete nicht
zu erkennen.
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Abbildung 4.3: Darstellung der “Trajektorien” im @-pg-Raum bei der Elektron-Proton-
Wechselwirkung mit 7= 0 und 5= 0. Die Regularisierung bei B4y ist skizziert.

abgeschnitten. Dies ist gerechtfertigt, wenn die Verteilung an der Schranke bereits stark
abgefallen ist.

4.3 Numerische Realisierung

In diesem Abschnitt wird auf Details der Simulationen und auf die numerischen Verfah-
ren eingegangen. Durch die in Abschnitt 4.1 abgeleiteten Potentiale und Bewegungsglei-
chungen kénnen Systeme aus Ionen, GWP und WWP beschrieben werden. Die Breite
der Wellenpakete kann fixiert werden oder sich entsprechend den Bewegungsgleichungen
verdndern.

Ein Wasserstoffatom im Grundzustand besteht aus einem Kern und einem Elektron im
1s-Zustand. Dieses Elektron wird am Kern fixiert und besitzt eine feste Breite gleich
dem Bohrschen Radius. Die Wechselwirkungspotentiale zwischen den Atomen und an-
deren Teilchen und der Atome untereinander gewinnt man, indem man die Potentiale
der Bestandteile addiert. Auf diese Weise konnen Atome in die Simulationen einbezogen
werden. Die verschiedenen Systeme werden in den Kapiteln 5 und 6 vorgestellt.
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Abbildung 4.4: Verteilung der Breite der Gaufischen Wellenpakete aus einer Simulation bei 30000K
und einer Dichte von 1.35 x 10%2cm=3.

Integrationsverfahren: Zur Integration der Bewegungsgleichungen wurde ein Runge-
Kutta-Verfahren mit Schrittweitensteuerung verwendet. Die Schrittweite wird aus dem
Vergleich der Ergebnisse von einem Verfahren 4. und einem 5. Ordnung ermittelt.
Die zulassige Fehlerschranke war so gewdhlt, dafl sich die Gesamtenergie des Systems
wahrend der gesamten Simulation nur um ca. 0.1 Prozent verdnderte.

Simulationsdauer: Die Dauer der Simulation betrug bis zu 2 x 10° atomaren Zeitein-
heiten. Das entspricht 4.8 x 10''s, 50000 Plasmaschwingungen der Elektronen und 1200
Plasmaschwingungen der Ionen (Dichte n= 1.35 x 10*2¢m™2).

Interpolation der Potentiale: In der Simulation wurden periodische Randbedingungen
verwendet. Die Berechnung der Ewaldsumme erfolgte nach den Formeln von [20, 3,
22]. Das Ewald-Potential und die resultierende Kraft wurden in einen Feld 30 x 30 x
30 gespeichert. Die konkreten Werte ergaben sich durch lineare Interpolation. Das ist
ausreichend, denn der Hauptteil der Wechselwirkung entsteht durch das néchstgelegene
Teilchen.

Im Fall von fixierten Breiten konnten auch die Krafte zwischen den Teilchen innerhalb
der Box tabelliert werden. Dabei miissen die bei r=0 divergenten Anteile, z.B. %, stets

ausgenommen werden. Es wurden 10000 Werte von ﬂrﬁ gespeichert und anschliefend
ebenfalls linear interpoliert.

Anfangsbedingungen und Temperaturregelung: Elektronen und Ionen wurden auf
zufallige Platze eines kubisch-raumzentrierten Gitters gesetzt und ihnen Maxwell-
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verteilte Anfangsgeschwindigkeiten gegeben. Die Breite wurde mit dem Grundzustands-
wert initialisiert und der zugehorige Impuls auf Null gesetzt.

Thermodynamische Funktionen und Korrelationsfunktionen wurden durch Mittelung
itber groflere Zeitraume gewonnen. Dabei sollten aber nur Zustande des thermodyna-
mischen Gleichgewichts beitragen. Das Gleichgewicht wird in Systemen aus Teilchen
gleicher Masse relativ schnell erreicht. Der Energieaustausch zwischen den Elektronen
und den Tonen vollzieht sich aber wegen des grofien Massenunterschiedes sehr langsam.
Um diesen Prozefl zu beschleunigen, wurde die im folgenden beschriebene Geschwindig-
keitsskalierung [3] verwendet.

Fir die Thermalisierung des Systems wurde benutzt, dafl Elektronen und Ionen im
Gleichgewicht eine mittlere kinetische Energie von %kBT haben. Die kinetische Ener-
gie der Elektronen bzw. Ionen wurde iiber ca. 200 Zeiteinheiten gemittelt und aus dem
Verhialtnis zum Gleichgewichtswert ein Faktor bestimmt. Mit diesem wurden alle Ge-
schwindigkeitsvektoren der Elektronen bzw. Ionen skalar multipliziert. Wenn diese Fak-
toren nur noch um Eins schwankten, wurde die Geschwindigkeitsskalierung abgeschaltet
und die eigentliche Simulation begonnen.

Teilchenzahl: In den Simulationen mit variabler Breite wurde meist mit 16 Ionen und
16 Elektronen gerechnet. Bei zu geringer Teilchenzahl kénnen wegen der periodischen
Randbedingungen unerwiinschte Korrelationen auftreten. Durch Vergleich mit Simula-
tionen mit 32 Ionen und Elektronen wurde bestatigt, dafl die berechneten thermodyna-
mische Funktionen nicht von der Teilchenzahl abhéngen. Bei Simulationen mit fixierter
Breite wurden jeweils 32 oder 64 Teilchen verwendet.

Erweiterungen zum Modell: In dieser Arbeit werden noch zwei Erweiterungen der
bisher besprochenen Systeme diskutiert. Im Abschnitt 4.5 wird die Antisymmetrie der
Elektronwellenfunktion beriicksichtigt und die Bildung von Hy-Molekiilen wird im Ab-
schnitt 4.6 beschrieben.

4.4 Mean-Field-Ansatz

An dieser Stelle soll das Verhalten der Breite der Wellenpakete untersucht werden. Dazu
wird eine Mean-Field-Rechnung ausgefiihrt, die gestattet, die mittlere Breite der Pakete
mit guter Genauigkeit zu bestimmen. So wird es moglich, die mittlere Breite in grofien
Dichte- und Temperaturbereichen zu bestimmen, ohne die wesentlich aufwendigeren
QMD-Simulationen zu verwenden.

Die Koordinaten des Phasenraumes des gesamten Systems sind die Orte und Im-
pulse der Tonen und Elektronen sowie und die Breite und der zugehoériger Impuls der
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Wellenpakete. Es kann die Zustandssumme
z = / dr e PHD (4.17)
definiert werden, aus der sich der Mittelwert einer Grofle X
(X) = % / dT' X (T) e~ PH D) (4.18)

ergibt. Thermodynamische Funktionen und andere Mittelwerte werden aus QMD-
Simulationen wie folgt bestimmt. Nachdem das System in der Simulation das thermody-
namische Gleichgewicht erreicht hat, wird tiber einen ldngeren Zeitraum simuliert und
die gewiinschte Grofle dartiber gemittelt. Dabei mufl beachtet werden, dafl die Korrelatio-
nen im System zwischen zwei Messungen abgeklungen sind. Es wird dabei vorausgesetzt,
daf das System ergodisch und Zeit- und Ensemblemittel iibereinstimmen [23].
Prinzipiell gehéren auch die Konfigurationen im Prozefl der Thermalisierung zum Pha-
senraum und koénnten in die Mittelung aufgenommen werden. Sie liegen aber fernab
von Gleichgewicht und wiirden ein iberproportionales Gewicht erhalten, denn in der
Simulation kann nur ein kleiner Teil des hochdimensionalen Phasenraumes durchschrit-
ten werden. Da solche Konfigurationen sind sehr unwahrscheinlich sind, wiirden sie im
Vergleich zu denen nahe am Gleichgewicht zu haufig in die Mittelung eingehen.

Um Aussagen iiber die mittlere Breite der Wellenpakete bei verschiedenen Dichten und
Temperaturen zu bekommen, wird jetzt ein Ersatzsystem entworfen, fiir das die Integra-
tion (4.18) ausgefithrt und die mittlere Breite der Pakete berechnet werden kann. Diese
Werte werden mit den Breiten aus den QMD-Simulationen verglichen.

EinfluB der Wechselwirkung auf die Paketbreite: Die Wechselwirkung eines GWP
mit einem Ion (4.12) bewirkt, daf sich die Breite des Paketes verringert. Die Wirkung ist
um so starker, je kleiner der Abstand ist. Die Wechselwirkung eines GWP mit einem 2.
Elektron (4.14) bewirkt aufgrund der negativen Ladung das Gegenteil. Beeinflufit wird
dies aber noch durch die Breite des 2. Elektrons. Ist die Breite sehr klein, ergibt sich
nahezu das Potential eines Ions mit entgegengesetztem Vorzeichen. Ist die Breite aber
sehr grof}, so hat das Elektron fast keinen Einflu}. Diese Argumente sind die Grundlage
fiir die nun folgende Mean-Field-Rechnung.

Der Mean-Field-Ansatz: Ein Testelektron wird an einem Ion fixiert. Wie am Anfang
der Simulation werden in einer Box Ionen und Elektronen auf einem Gitter angeordnet.
In dieser Rechnung bleiben sie fest auf diesen Platzen. Variabel sind allein 3 und pg des
Testelektrons. Damit ist der Phasenraum des Systems drastisch auf zwei Dimensionen
eingeschréankt worden.

oo Bmaw =
A :/ dpg/ dB e~PH (4.19)
—00 0
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Abbildung 4.5: Gegeniiberstellung der Breite der Wellenpakete aus den QMD-Simulationen, aus der
Mean-Field-Rechnung und aus dem Kelbg-Potential (n = 1.35 x 1022ecm=3)

Die Hamiltonfunktion

H(ﬂ,pe,ﬁmfb%(%m%) + Z%erf{r 2(37)} (4.20)

setzt sich aus Beitrdgen der Dynamik der Breite und der Wechselwirkungen mit den
Elektronen und Ionen zusammen. Die Breite der umgebenden Elektronen (3,,; ist ein
auflerer Parameter.

Auch an dieser Stelle muf} die Breite auf einen Maximalwert begrenzt werden. Im Li-
mes Gpnae — o0 divergieren die Zustandssumme und auch der Mittelwert der Breite.
In Rechnungen wurde gezeigt, dafl sich daran auch nichts dndert, wenn die Ladungen
auf einem unendlichen Gitter hinzugenommen werden. Fiir die Breite ergibt sich im
Limes (3,4 — oo nur dann ein endlicher Wert, wenn das Testelektron nur von Ionen
umgeben ist und das System folglich nicht neutral ist. Obwohl die Mittelwerte aus einer
solchen Rechnung wenig Relevanz besitzen, seien sie hier angegeben. Sie hdngen von der
Temperatur T und der Dichte der Ionen njon ab.

: [ | 2 kgT
BT@ZtGGWP = <5> = 3?&5% (421)
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4 kgT

Breiteupr = b <p> = ;?eanm (422)
Fiir das konstruierte Ersatzsystem kann nun in Anlehnung an (4.17) und (4.18) der Mit-
telwert () als Funktion von (3,7 berechnet werden. Das erste Integral wurde analytisch
gelost. Die (-Integration wurde numerisch ausgefithrt. Entsprechend der Mean-Field-
Theorie wurde eine selbstkonsistente Losung (3) = (3,,f ermittelt. Diese ist in Abbildung
4.5 iiber der Temperatur aufgetragen. Die Ubereinstimmung mit den Werten der Simu-
lation ist beeindruckend. Bei hohen Temperaturen ergeben sich Abweichungen von bis
zu 10 Prozent, weil die Naherung, dafl sich die umgebenden Teilchen auf einem Gitter
befinden, nicht mehr gerechtfertigt ist.

Verhalten bei hohen Temperaturen: Wie aus Abbildung 4.5 ersichtlich ist, nimmt
die Breite der Pakete mit der Temperatur zu. Das hat zur Folge, dafl die Abstoflung der
Elektronen untereinander immer schwécher wird. Fiir T'— oo miifite sich aber der klas-
sische Grenzfall einstellen, d.h. die Elektronen verhalten sich wie klassische Teilchen und
die Wechselwirkung folgt dem Coulomb-Gesetz. Dieser Grenzfall ergibe sich nur dann,
wenn die Breite der Wellenpakete fiir hohe Temperaturen gegen Null gehen wiirde. Da
dies nicht der Fall ist, muf} der Schluf} gezogen werden, dafl die abgeleitete Dynamik
fiir die Breite der Wellenpakete im Grenzfall hoher Temperaturen nicht die
richtigen Mittelwerte liefert.

Das Kelbg-Potential: Die ersten quantenmechanischen Korrekturen zum klassischen
Grenzfall sind fiir hohe Temperaturen aus den Arbeiten von Kelbg [24] bekannt. Die
Elektron-Elektron-Wechselwirkung wird durch das Kelbg-Potential beschrieben:

yKelba(py = i_z [1 — e—i_z + \//\ET (1 - erf{ﬁ})] (4.23)

) h fr ¢ e? [2m <1
= ——— fir (= —/——
\/kaT h kBT
Dieses Potential ist in der niedrigsten Ordnung des Wechselwirkungsparameters £, d.h.

fiir hohe Temperaturen, exakt. Das Potential zwischen den Wellenpaketen (4.14,4.24)
sollte ungefahr mit dem Kelbg-Potential iibereinstimmen.

Vgg(r,ﬁ = ﬁ, = /3]) = e?erf{r\/%} (424)

In erster Naherung kann man fordern, dafl der Wert bei r=0 iibereinstimmt:

= Vag(r=0,8)= ez\/% (4.25)
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Abbildung 4.6: Hohenliniendarstellung der Breite der Wellenpakete als Funktion von Dichte und Tem-
peratur. Die Breite der Mean-Field-Rechnung [durchgezogene Linien] stimmt in einem kleinen Gebiet
mit der Breite aus dem Kelbg-Potential (4.26) [senkrechte, gestrichelte Linien] {iberein. Der Bereich mit
weniger als 20% Abweichung wird durch die Strich-Punkt-Linie begrenzt. Der Breite steht in Einheiten
des Bohrschen Radius an der jeweiligen Linie.

Daraus kann eine temperaturabhéngige Breite der Wellenpakete Bk, abgeleitet werden:

3
Brceng = —A* (4.26)

Die Kelbg-Breite wurde in Abbildung 4.5 mit den Werten aus den QMD-Simulationen
verglichen. Beide besitzen sehr unterschiedliche Eigenschaften. Die Simulationsbreite
wird durch die Wechselwirkungen der Teilchen beeinflufit und ist deshalb stark dich-
teabhingig. Die Kelbg-Breite hdngt nicht von der Dichte ab und nimmt mit steigender
Temperatur ab, wihrend die Breite aus den Simulationen zunimmt. In Abbildung 4.6
sind die Breiten bei verschiedenen Dichten und Temperaturen gegeniibergestellt. Trotz
des sehr unterschiedlichen Charakters der Funktionen (vgl. Abbildung 4.5) ergibt sich
ein Bereich, in dem beide anndhernd iibereinstimmen.
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Die Breite der Wellenpakete beeinfluft die Wechselwirkung der Teilchen. Um in
Simulationen bei hohen Temperaturen die richtigen thermodynamischen Funktionen
zu realisieren, mufl die mittlere Breite der Wellenpakete mit der Kelbg-Breite iiber-
einstimmen. Dies ist in Simulationen mit variabler Breite nicht gewahrleistet. Um
dieses Problem zu beheben, kann man die Breite der Wellenpakete auf den Werte
der Kelbg-Breite fixieren. Auf diese Weise wird der Grenzfall klassischer Teilchen fiir
T — oo richtig wiedergegeben.

Da das Kelbg-Potential nur fiir hohe Temperaturen exakt ist, bietet sich die Einfithrung
eines .y an, daB aus Interpolation zwischen der Mean-Field-Breite und der Kelbg-
Breite gewonnen wird. Die folgende Padé-Formel

L1, 1
ﬁeff 6mf ﬁKelbg

gewdhrleiset, daBl (.ss bei tiefen Temperaturen in (3,5 und bei hohen Temperaturen
ﬁ]&"elbg ﬁbergeht.

(4.27)

4.5 Antisymmetrisierung der Wellenpakete

Bei der Betrachtung von dichten Elektronensystemen mufl das Pauli-Prinzip beriicksich-
tigt werden. Dazu wird von einer antisymmetrisierten Wellenfunktion ausgegangen. Bei
sehr hohen Dichten miissen alle Beitrdge der Antisymmetrisierung berechnet werden. In
dieser Arbeit werden nur 2-Teilchen-Korrekturen untersucht:

@12(51,52):%[@1(@)\1}2(@)_@2(:;1)\1/1(52)] . 1= (B,|P,) (4.28)

Dieser Ansatz fithrt zu Austauschbetrdgen in den Bewegungsgleichungen und in der
Hamiltonfunktion. Die symplektische Form der Matrix A4, in den Bewegungsgleichungen
(2.9) verloren. Aufgrund des hohen numerischen Aufwands in der Simulation wurden nur
die 2-Teilchen-Austausch-Korrekturen zur kinetischen Energie berticksichtigt. Fiir GWP
fithrt das in der Naherung 3; = 8 und pg1 = pg2 = (p3) = 0 zu dem Korrekturterm:

2

3
S Hpaui = (BralH|1) — (0,0, AT, T,) = il (4.29)

eA? —1
wobei A der Phasenraumabstand der Wellenpakete ist:

3. L Bl L
—@(Tl—ﬁ) +§( — P2) (4.30)

Dieses Potential fithrt zu einer Abstofung der Elektronen in Phasenraum. Somit wird
verhindert, dafl sich mehr als zwei Elektronen in einer Phasenraumzelle befinden. Auf
diese Weise wird das Pauli-Prinzip realisiert. In [8] konnte mit einer vollstandig anti-

AZ

symmetrisierten Wellenfunktion gezeigt werden, dafl sich ein Fermi-Verteilung ausbildet.
Dazu wurden GWP in einem eindimensionalen harmonischen Potential simuliert.
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4.6 Beschreibung von H,-Molekiilen

Die Bindung im Wasserstoff-Molekiil wurde 1927 von London und Heitler [25] zum ersten
Mal quantenmechanisch erklart. Dazu wurden die stationdren Zustiande des Wasserstoft-
molekiils in erster Ordnung der Stérungstheorie berechnet. Das Molekiil besteht aus den

beiden Kernen A und B und Elektronen 1 und 2. Der Hamilton-Operator dieses Systems
lautet

1 1 1 1 1 1 1
H=——"(A A)—e?| — — —p — — — = 4.31
277”6( ot 2) © A1 + A2 + rp1 + B2 12 R ( )
R bezeichnet den Abstand der Kerne und r bezieht sich auf den Abstand der Teilchen
mit den entsprechenden Indizes (siehe [26]). Die Wellenfunktion des Molekiils wird in

10 : v
\
\
1
\ --=- V(R
\ — V(R)
5 [
>
Q2
3
>
O [
_5 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5

Abbildung 4.7: Potential zwischen zwei Wasserstoffatomen im Singulett-Zustand V;(r) und im
Triplett-Zustand V;(r) als Funktion des Abstands

nullter Naherung aus den Wellenfunktionen der isolierten Atome aufgebaut. Es gehen
die symmetrisierten 1s-Grundzustandswellenfunktionen ein. Daraus wurde die Energie
des Wasserstoffmolekiils als Funktion des Abstands der beiden Kerne R berechnet [25,
27]. Im Falle einer symmetrischen Wellenfunktion ergibt sich ein Singulettzustand (Spin
S=0) mit dem Potential V;(R) und fiir antisymmetrische Wellenfunktionen folgt der
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Triplettzustand (Spin S=1) mit dem Potential V;(R):

Q+A Q- A
s - ) = 4.32
ViR =t vim) =222 (4.52)
2
= e_—Zﬂ[l §_§2_13]
Q i tgP P TGP
e? (S 6 11103 49 , 11
A= S gl e[S et o+
aB{p R | B e Y R TR

M
+%;—M4Em—4p)—25Em—2pﬂ}
p
1
S = (1—|—p—|—§p2> e_p
M = (1—p—|—%p2>e’]

z i
=B c—osme Emw:/ © at

ap —oo t

Im Triplettzustand nimmt das Potential bei Anndherung der Molekiile monoton zu. Eine
Bindung ist nicht moglich. Im Singulettzustand bewirkt das Minimum des Potentials bei
R=1.6ap und V;(R)=-3.2eV, daf§ eine Bindung im Wasserstoffmolekiil entstehen kann.
Die Abweichungen von den experimentellen Werten R=1.4ap und V;(R)=—4.4eV sind
erheblich. Das hangt damit zusammen, daf§ die Wellenfunktionen im Wasserstoffmolekiil
von den ungestorten abweichen und dafl das in der ersten Ordnung der Stérungstheorie
nicht bericksichtigt wird. Durch Variation der Wellenfunktion wurde die Ubereinstim-
mung zwischen Theorie und Experiment deutlich verbessert [28].

Die Eigenschaften von Wasserstoff sind seit den Arbeiten von London und Heitler sehr
genau studiert worden [29]. In den letzten Jahren wurden vorrangig die Vielteilchenei-
genschaften dieses Systems mit Simulationen untersucht [30, 31, 32].

Simulation von Molekiilen: Im folgenden soll diskutiert werden, in wie weit Molekiile
durch die QMD beschrieben werden kénnen und welche Auswirkungen das Potential
(4.32) hat. Dazu wird ein System aus Atomen simuliert. Jedes Atom besteht aus einem
Kern und einem Elektron im 1s-Grundzustand mit unverdanderlichem Spin. Die eine
Hélfte der Elektronen hat den Spin {} und die andere den Spin |}. Die Wechselwirkung
zwischen den Atomen wird durch das Potential (4.32) beschrieben. Zwischen Atomen
mit unterschiedlichem Elektronenspin wirkt das Potential V;, und es kann sich eine
Molekiilbindung ausbilden. Zwischen Atomen mit parallelem Spin wird dies durch das
Potential V; verhindert.

Simulationen mit diesem Ansatz zeigen keine zweiatomigen Molekiile, sondern die
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Bildung ganzer Ketten. Selbst bei geringen Temperaturen und Dichten (Abbildung 4.8)
ist dies zu beobachten. Es ordnet sich immer ein Atom mit Spin 1] neben eines mit Spin

|} an. Es formiert sich ein Kette {}{{}{Yf}}. Dieses Verhalten entspricht keinesfalls der

Abbildung 4.8: Bei Simulation von Wasserstoff-Atomen, die durch das London-Heitler-Potential (4.32)
wechselwirken, bilden sich Atomketten. Dieses Verhalten ist unphysikalisch und héngt mit den Nahe-
rungen zusammen, die bei der Herleitung dieses Potentials gemacht wurden. Isolierte Atome, in deren
Umgebung von 2ap sich kein weiteres Atom befindet sind weiff dargestellt. Bei den anderen ist die
Spinrichtung dunkelgrau fiir f} und hellgrau fiir |} gekennzeichnet.

Realitat und die Ursache ist in den Potentialen (4.32) zu suchen. In einer Kette ist die
Anziehung zum néchsten Nachbarn grofler als die Abstoflung vom tibernachsten. In die-
sem Fall sind aber die Abstédnde so gering, dafl nicht nur die 2-Teilchen-Austauschbetriage
wesentlich sind, sondern 3- und auch 4-Teilchen-Austauschbeitrige tragen entscheidend
bei. Das stimmt mit den Untersuchungen von Teller [33] iiberein, nach denen Potentiale
im Molekiilen nicht additiv sind, sondern weitere Beitrdge relevant werden. In [29]
werden verschiedene Verfahren zur Berechnung der Hy-Hy-Wechselwirkung verglichen.
Alle beriicksichtigen 4-Teilchen-Austauschbeitrage und fithren zu einem abstoflenden
Potential.

An dieser Stelle soll ein erster Versuch unternommen werden, die Bildung von
Hy-Molekiilen zu ermoglichen und dabei die Entstehung von Atomketten zu verhindern.
Dazu wurde das Potential zwischen Atomen mit parallelem Spin empirisch abgedndert:

VilB) =ViB) =\ v.(R—Ry) : R>2R, (4:33)

- { Vi(Ro) . R<2R,
Dieses Potential verhindert, dafl sich an ein entstandenes Molekiil noch ein weiteres Atom
anlagert. Die Wechselwirkung innerhalb eines Molekiiles wird dadurch nicht verdndert.
Es wird davon ausgegangen, dafl das sehr einfache Modell die Bildung von Molekiilen
richtig wiedergibt, dafl aber die Wechselwirkung der Hy-Molekiilen untereinander nicht
korrekt beschrieben wird. Mit diesem Modell wurden bei einer Temperatur von 300K
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und einer Dichte von 6.75 x 10?? cm™ die Entstehung von Molekiilen beobachtet (Ab-
bildung 4.6). Das wird auch durch den scharfen Peak in der Korrelationsfunktion der
Atome in Abbildung 4.9 deutlich. Mit zunehmender Temperatur brechen immer mehr
Molekiilbindungen auf. Bei 20000K liegt ein atomares Gas vor (Abbildung 4.6,4.12).

Bei dieser Temperatur setzt bereits die lonisation ein, die in dieser Simulation nicht
beriicksichtigt wurde.
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Abbildung 4.9: Bildung von Hs-Molekiilen bei einer Temperatur von 300K und einer Dichte von
6.75x 1022cm~3. Die wenigen isolierten Atome, in deren Umgebung von 2ap (unter Beriicksichtigung
der periodischen Randbedingungen) sich kein weiteres Atom befindet, sind weiff dargestellt. Die anderen
sind in einem Molekiil gebunden und ihre Spinrichtung (dunkelgrau fiir ft und hellgrau fiir {}) ist
gekennzeichnet. Jeweils zwei Atome mit anti-parallelem Spin bilden ein Molekiil.
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Abbildung 4.10: Atom-Korrelationsfunktion zur oberen Abbildung: Der Peak bei r=1.6 ap verdeut-
licht die Bildung von Molekiilen
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Abbildung 4.11: Bildung von Hy-Molekiilen bei einer Temperatur von 20000K und einer Dichte von
6.75 x 10?2cm~3. Die Zuordnung der Farben erfolgt wie in Abbildung 4.6

a(r)

Abbildung 4.12: Atom-Korrelationsfunktion zur oberen Abbildung: Statt des Peaks in Abbildung

4.9 hat die Funktion ein schwach ausgepriagtes Maximum, weil nur wenige Atome kurzzeitig eine Mo-
lekiilbindung eingehen.
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5. Thermodynamische Eigenschaften
des Vielteilchensystems

In Kapitel 4 wurde die Simulationsmethode mit GWP detailliert beschrieben. Mit die-
sem Verfahren wurde das Wasserstoff-Plasma bei verschiedenen Temperaturen unter-
sucht. Nach einer kurzen Einfithrung in die Plasmaphysik werden die Ergebnisse dieser
Simulationen ausfiithrlich diskutiert.

5.1 Plasmaparameter

Ein klassisches Plasma wird durch den Kopplungsparameter I', der das Verhiltnis aus
potentieller und kinetischer Energie angibt, beschrieben:

2
° =g (5.1)

I =
akgT 4mn

Bei hohen Elektronendichten werden quantenmechanische Effekte wichtig, denn Elek-
tronen miissen aufgrund des Pauli-Prinzips in hohere Quantenzustande tibergehen. In
diesem Fall spricht man von einem entarteten Plasma. Als dimensionsloser Entartungs-
parameter wird

Ao (5.2)
’ - \2rmkgT -

3

nA3

verwendet. Bei einer Dichte von 1.35 x 10?2¢m ™3 wurden in dem Temperaturbereich
von 10000K bis 160000K Simulationen ausgefithrt. Bei 10000K kann von einem nicht-
idealen (I'=6.4), entarteten (nA*=5.6) Plasma gesprochen werden, wihrend es sich bei

160000K um ein ideales (I'=0.4), nicht entartetes (nA3=0.1) Plasma handelt. Dies kann
man Diagramm 5.1 entnehmen.

Ein weiterer Parameter des Plasmas ist der Ionisationsgrad. Bei 10000K ist er nahezu
Null, weil die Grundzustandsenergie 1Ry klein im Vergleich zur kinetischen Energie ist.

Bei 160000K ist das Plasma vollstandig ionisiert, weil 1Ry /kp =~ 157000K. Dies ist dem

Diagramm 5.2 aus [34] zu entnehmen.
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Abbildung 5.1: Bereiche des Wasserstoffplasmas: In dem Dichte-Temperatur-Diagramm wurden die
Linien fiir den konstanten Kopplungsparameter I und den Entartungsparameter nA3 eingezeichnet. Die
durchgezogene Linie kennzeichnet den Bereich, in dem Simulationen ausgefiihrt wurden. Er reicht vom
nicht-idealen, entarteten Plasma bei T=10000K bis zum idealen, nicht entarteten Plasma bei 160000K.

5.2 Wellenpakete mit variabler Breite

In diesem Abschnitt soll die Ergebnisse der QMD-Rechnungen mit den Formeln der
Plasmatheorie verglichen werden. Insbesondere wird die aus den Simulationen gewonne-
ne innere Energie diskutiert. Wie gezeigt wird, ist die Ubereinstimmung weder fiir hohe
noch fiir tiefe Temperaturen gut. Deshalb wurde auch auf einen Vergleich mit verbes-
serten Formeln wie den Padé-Formeln oder der Debye-Hiickel-Theorie verzichtet. Dies
wird im Kapitel 6 nachgeholt, denn die dort vorgestellten Simulationen beschreiben ein
Plasma wesentlich besser und ein genauerer Vergleich ist angebracht.

Die inneren Energie eines idealen vollstandig ionisierten Wasserstoffplasmas lautet:

3 3
U(T) = §nekBT + §n,kBT (53)

Sie sollte ein obere Schranke fiir die innere Energie eines Plasmas sein. Als untere Grenze
kann die innere Energie eines atomaren Gases

3
u(T) = §n0kBT —13.6eVng (5.4)
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Abbildung 5.2: Tonisationsgrad des Wasserstoffplasmas als Funktion von Dichte und Temperatur
nach [34] Der Bereich der Simulationen beginnt bei einem sehr schwach ionisierten Plasma und erstreckt
sich bis zum vollstdndig ionisierten Plasma. (Uber das Gebiet des Phaseniibergangs (weifles Rechteck)
konnten keine gesicherten Aussagen gemacht werden.)

gelten, solange sich keine Molekiilen bilden. Als drittes wird mit der Energie eines idealen
Wasserstoff-Plasmas ohne angeregte Zustande verglichen werden:

3
u(T) = 5(1 + a)nkgT — 13.6eV (1 — a)n. (5.5)
Der Ionisationsgrad « wird der idealen Saha-Gleichung (6.17) entnommen.

In Abbildung 5.3 ist die innere Energie aus Simulationen fiir verschiedene Temperaturen
bei einer Dichte von 1.35x 10*2¢m ™ aufgetragen. Zu ihr tragen die kinetische Energie der
Elektronen und Ionen, die potentielle Energie und die Kriimmungsenergie E¢ , der Term
aus (4.10), bei. Diese Komponenten sind in Abbildung 5.4 dargestellt. Beide Abbildungen
werden jetzt im Zusammenhang diskutiert:

Hochtemperaturverhalten (iiber 80000K): Fiir hohe Temperaturen liegt die Kurve
der inneren Energie aus der QMD iiber der des vollstandig ionisierten Plasmas und ihr
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Abbildung 5.3: Innere Energien werden bei einer Dichte von 1.35 x 1022¢m™3 bei verschiedenen
Temperaturen verglichen. Die Energie aus den Simulationen mit Gaufischen Wellenpaketen mit va-
riabler Breite wird der eines idealen Gases aus Wasserstoff-Atomen, der eines vollstandig ionisierten
Wasserstoff-Plasmas und der aus der idealen Saha-Gleichung abgeleiteten Energie gegeniibergestellt.

Anstieg ist grofler als %nkB. Das ist unphysikalisch. Die Ursache ist in dem zusétzlichen
Freiheitsgrad, der Paketbreite, zu suchen. Wie in Abbildung 5.4 zu sehen ist, nimmt

die Kriitmmungsenergie in diesem Temperaturbereich zu. Das ist dem Anteil @ Zuzu-
schreiben. Die potentielle Energie steigt ebenfalls leicht an. Beides tragt zum Anstieg
der inneren Energie bei.

In [9] wurde dieses Verhalten bestatigt und fiir ein System aus Wellenpaketen in einem
harmonischen Potential eine Wéarmekapazitat von %nkB berechnet.

Die Parallelitdt zur Kurve aus der Saha-Gleichung ist zuféllig, weil sich ihr Anstieg iber
%nkB durch die zusétzlich ionisierten Atome ergibt. In der QMD verandert sich aber die
Zahl der freien Elektronen nicht. Wie im folgenden erlautert, werden nur freie Elektronen
beschrieben.
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Abbildung 5.4: Aus der Simulationen mit Gaufischen Wellenpaketen bei einer Dichte von 1.35 x
1022¢m~3 wurden die verschiedenen Betréige zur inneren Energie Fy,; aufgetragen. Sie setzt sich aus der
kinetischen Energie der Elektronen und Ionen Ej;y, der potentiellen Energie F,,; und der Kriimmungs-
energie F¢ zusammen.

Tieftemperaturverhalten (unter 40000K): Bei niedrigen Temperaturen befinden sich
die Elektronen in gebundenen Zusténden an den Atomen. Die GWP konnen in einen
Grundzustand iibergehen und es bestand die Erwartung, dafl dies bei tiefen Tempera-
turen zu beobachten sein wiirde. Doch in den Simulationen wurde dieses Verhalten nur
andeutungsweise gefunden. Insbesondere fehlt das Absinken der potentiellen Energie.
Im Grundzustand eines GWP entfallen -24 €V auf die potentielle Energie und +11.5 eV
auf die Kriimmungsenergie. Selbst bei 20000 K, wo die Ionisationsgrad unter 10% liegt,
wurde nur ein schwacher Abfall der potentiellen Energie (vgl. Abbildung 5.4) ermittelt.
Die Ursache ist in der Bewegung der GWP um die Kerne zu suchen. Auch mit gerin-
ger kinetischer Energie bewegen sich auf Bahnen um den Kern, wie in Abbildung 3.4
dargestellt ist. Es existiert ein kontinuierliches Energiespektrum - ein Gap fehlt. Des-
halb sind unphysikalische Anregungen méglich. Ohne daff die Wellenpakete die Energie
eines angeregten Zustandes haben, kénnen sie sich auf Bahnen um den Kern bewegen,
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wo der mittlere Abstand die Gréflenordnung des Bohrschen Radius erreicht. Dadurch
verdndert sich die potentielle Energie entscheidend. Dieses Verhalten ist unmittelbar
mit dem GWP-Ansatz und den Hamiltonschen Bewegungsgleichungen verkniipft. Des-
halb kénnen die Anregungen der Grundzustandes nicht korrekt beschrieben werden und
die aus den Simulationen abgeleitete innere Energie ist zu hoch. Dies ist ein wichtiges
Ergebnis dieser Untersuchung. Die korrekte Beschreibung von Elektronen im Grundzu-
stand wird mit dem veranderten Modell in Kapitel 6 moglich.

5.3 Wellenpakete mit fixierter Breite

Um den Einflul der variablen Breite der GWP besser abschatzen zu kénnen, wurden
Simulationen mit fixierter Breite durchgefiithrt. Die Breite geht als Parameter in die
Simulationen ein. Man kann sie auf der Breite des Grundzustandes (3.9) oder der Kelbg-
Breite (4.26) fixieren. An dieser Stelle werden Simulationen mit der Grundzustandsbreite
diskutiert. In Abbildung 5.5 ist die innere Energie eines solchen Systems dargestellt. Die
Kriimmungsenergie ist jetzt eine Konstante. Die innere Energie wurde deshalb abziiglich
dieses Beitrags eingezeichnet.

Der Bereich unter 10000K: Dieser Temperaturbereich soll aus der Diskussion ausge-
klammert werden, denn die innere Energie féllt unter die eines atomaren Gases ab. Die
Ursache sind molekiil-dhnliche Zustande, die darauf beruhen, daf} sich die Elektronen
verstarkt zwischen zwei Ionen aufhalten und die potentielle Energie absinkt. Wie in
Abschnitt 4.6 diskutiert wurde, ist aber zur korrekten Beschreibung von Molekiilen ein
erweitertes Modell notwendig.

Von 10000 bis 40000K: In diesem Bereich sollten itber 50 % der Elektronen im Grund-
zustand sein. Doch ebenso wie bei den Simulationen mit variabler Breite wird dies nicht
beobachtet. Anstelle dessen bewegen sich die Elektronen um die Ionen. Sie besitzen
die drei Ortsfreiheitsgrade und aufgrund der fehlenden Energieliicke werden diese auch
angeregt und nicht eingefroren wie bei Elektronen im Grundzustand.

Von 40000 bis 100000K: Die innere Energie weicht von den Werten der Simulation
mit variabler Breite kaum ab. Wie aus Abbildung 4.5 hervorgeht, ist aber die mitt-
lere Wellenpaketbreite in diesen Simulationen wesentlich gréfler. Das fithrt dazu, dafl
Kriitmmungsenergie bei veranderlicher Breite wesentlich kleiner ist als bei Rechnungen
mit fixierter Breite. Wie ein Vergleich der Teilbetrige ergab, wird dieser Unterschied
gerade durch die potentielle Energie kompensiert.

30



5. Thermodynamische Eigenschaften des Vielteilchensystems

0.008 ———— :
E,. GWP mit variabler Breite
| - —&E,_ GWP mit fixierter Breite -
0.006 | & —©E"Ec GWP mit fixierter Breite _-"
' - - - E,, vollstaendig ionisiertes Gas 1 4 - ’//
Lo E, atomares Gas - -
—— E,, ideale Saha-Gl. - -7
0.004 - A~ T _< .
' <& 0002 .
>
T
4 0.000 1
-0.002 .
-0.004 .
I I I | I I I | I I I | I I I
0 40000 80000 120000 160000
T/IK

Abbildung 5.5: Die innere Energie aus den Simulationen mit Gaufischen Wellenpaketen mit fixierter
Breite wird der eines idealen Gases aus Wasserstoff-Atomen, der eines vollstdndig ionisierten Wasserstoff-
Plasmas und der aus der idealen Saha-Gleichung abgeleiteten Energie gegeniibergestellt. Die Dichte liegt
bei 1.35 x 1022em~3.

Uber 100000K: Die Kurve verliuft parallel zu der des vollstandig ionisierten Gases
und hat ebenfalls den Anstieg %nkB. Die Verschiebung ist durch die Kriimmungsenergie
und die potentielle Energie zu erkléren. Die potentielle Energie geht fiir hohe Tempe-
raturen gegen Null. Die Kriimmungsenergie in diesem System eine Konstante. Wenn
diese Konstante nicht zur inneren Energie gerechnet wird, ergibt sich im Grenzfall hoher
Temperaturen die Energie des idealen vollstandig ionisierten Plasmas. Dieses Resultat
geht in den Rechnungen im folgenden Kapitel ein.
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6. Simulationen im chemischen Bild

Wenn man ein Wasserstoff-Plasma im chemischen Bild beschreibt, fithrt man drei Teil-
chensorten ein: Atome, Ionen und Elektronen. Im physikalischen Bild wiirde man nur von
Protonen und Elektronen sprechen, wobei letztere frei oder an ein Proton gebunden sein
konnen. Die im folgenden beschriebene Simulationsmethode verwendet das chemische
Bild. Es werden die innere Energie und der Ionisationsgrad ermittelt. Wie im Abschnitt
6.3 demonstriert wird, ist die Ubereinstimmung mit Formeln der Plasmatheorie sehr gut.

6.1 Beschreibung des Verfahrens

In Kapitel 4 wurden die Grundlagen gelegt, um einen System aus Ionen, Atomen und
freien Elektronen zu simulieren. Die Atome bestehen aus einem Proton und einem
Elektron mit einer 1s-Wellenfunktion. Die freien Elektronen werden durch GWP mit
fixierter Kelbg-Breite (4.26) beschrieben. Die innere Energie des simulierten Systems
kann als Funktion von Temperatur und vom Ionisationsgrad bestimmt werden. Aus
diesen Werten kann der Ionisationsgrad im Gleichgewicht berechnet werden.

Die freie Energie F wird bei fester Temperatur und festem Volumen im thermodyna-
mischen Gleichgewicht minimal. Daraus kann eine Bedingung fiir den Ionisationsgrad o

abgeleitet werden.
oF !
() Lo (61)
dor T.V.n

Das ist aquivalent zur Bedingung, dafl die Summe der chemischen Potentiale der Ionen
und der Elektronen gleich dem der Atome sein soll.

(g—F) da = (gF) one + (gF) on; + (S—F) dng (6.2)
)T vn Ne /1y i)y "o/ ry

peOne + pidn; + podng
fle +1i = o (6.3)

Der Index 1 steht fiir die Ionen, e fir die Elektronen und 0 fiir die Atome. n ist die
Dichte des Systems. Das chemische Potential kann aber auch aus dem grofi-kanonischen
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Potential  bestimmt werden [35]:

Q(T, V, ,uk) =U — TS — ZILLka = —-PV (64)
k

Unter Verwendung der Gibbs-Duhem-Relation

SdT — VAP + 3" Nydpy = 0 (6.5)
k

ergibt sich:

oU
= == 6.6
& (ank)gv (6:6)

Daraus folgt die zu (6.1) aquivalente Bedingung, daff im thermodynamischen Gleichge-
wicht die innere Energie U bei gegebenem Volumen und fixierter Entropie ein Minimum

annimimt.
(a—U) =0 (6.7)
dor SV

Um dieses Minimum zu finden, wird fiir verschiedene Ionisationsgrade die innere Energie
aus Simulationen bestimmt, wobei gewahrleistet werden muf}, dafl die Entropie konstant
bleibt. Dazu wird fiir jeden Ionisationsgrad die entsprechende Temperatur eingestellt. So
kann das Minimum der inneren Energie auf den in Abbildung 6.1 dargestellten Adiabaten
ermittelt werden. Als Entropiefunktion wird die eines idealen Plasmas verwendet. Sie
wird im folgenden Abschnitt hergeleitet.

6.2 Theorie des idealen Plasmas

Zur Ableitung der Entropie eines idealen Wasserstoffplasmas wird zunéchst nur eine
Teilchensorte betrachtet. Es wird ein klassisches Gas im Volumen V betrachtet, wobei
zu der Energie jedes Zustandes noch die Konstante Ey addiert wird. g=2s+1 ist der
Entartungsfaktor. Die 1-Teilchen-Zustandssumme lautet:

3

h> _; h ~ 1
Z(1) = gV e ™ A= ——= = — 6.8
W=aVge™ o A=t PRt (6:8)

Die Zustandssumme fiir ein System aus N identischen Teilchen ist:

2(V) = 1200 = [z 5] (6.9)
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Abbildung 6.1: Adiabaten als Funktion des Ionisationsgrads und der Temperatur. Fiir ein ideales
Plasma wurden die Linien konstanter Entropie bei einer Dichte von n = 1.35 x 1022em =3 dargestellt. Tm
chemischen Gleichgewicht ist der Tonisationsgrad eine Funktion der Temperatur. Dieser Zusammenhang
ergibt sich aus der Saha-Gleichung und ist durch die dicke Linie dargestellt.

Wird ein Systems aus verschiedenen Teilchensorten betrachtet, so lautet die Zustands-
summe des Gesamtsystems:

Z(N) =TI Ze(Ne) (6.10)

Diese kann in die folgenden Formeln fiir die freie Energie, die innere Energie und die
Entropie eingesetzt werden:

F = —Elog (2(N) (6.11)

U = —a%log (2(N)) (6.12)
1 1 1 0 ~

§ = H(F-U)=r (_5 + a_é) log (Z(N)) (6.13)

o4



6. Simulationen im chemischen Bild

und es ergibt sich:

k gkv
3
U = Z Ng [§kBT + E,S] (6.15)
k

S = Zk:NKkB B — log (é\j’;f )] (6.16)

Im chemischen Bild werden im Wasserstoff-Plasma die drei Arten von Teilchen unter-

schieden:
Atome no go=2 EJ=—-13.6eV
Tonen n; ¢ =1 ElQ =0
Freie Elektronen n. ¢g.=2 E?=0
Aus der Neutralitat des Plasmas folgt n;=n. und n = ng + n; = n. + n;. Aus der

Bedingung, daf die freie Energie (6.14) im Gleichgewicht minimal wird, folgt mit der
Naherung mg ~ m; die Saha-Gleichung des idealen Plasmas

neti 1 gig)

%) Ag

(6.17)

Aus ihr kann der Ionisationsgrad a;q = ne des idealen Plasmas berechnet werden.

6.3 Ergebnisse dieser Simulationen

Die freie Energie ist in QMD-Simulationen nicht zugénglich. Deshalb wird der Ionisa-
tionsgrad aus der inneren Emnergie bestimmt. die zweite Bedingung verwendet In den
Simulationen wurden 32 Atome berticksichtigt. Durch den Ionisationsgrad wird festge-
legt, wieviele davon ionisiert sind und durch Ionen und freie Elektronen beschrieben
werden. Bei einer bestimmten Temperatur wurde bei dem idealen Ionisationsgrad be-
gonnen. Dann wurde der Ionisationsgrad schrittweise erhéht und jeweils ein Atom durch
ein Ton und ein freies Elektron ersetzt. Entsprechend den Adiabaten (Abbildung 6.1)
wurde die Temperatur abgesenkt und das System, wie in Abschnitt 4.3 erlautert, ther-
malisiert. So wurde die innere Energie auf einer Adiabaten Punkt fiir Punkt bestimmt,
bis das Minimum gefunden wurde. Dessen exakte Lage ergab sich durch quadratische
Regression (Abbildung 6.2). Sie legt den Ionisationsgrad des thermodynamischen Gleich-
gewichts auf der betrachteten Adiabaten fest. Die zugehorige Temperatur folgt aus der
Adiabatengleichung (6.16).
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Abbildung 6.2: Innere Energie U als Funktion des Tonisationsgrads bei konstanter Entropie. N; der
32 Atome waren ionisiert. Aus den Werten der Simulation wurde durch quadratische Regression das
Minimum von U ermittelt und daraus der Ionisationsgrad im Gleichgewicht bestimmt.

Padé-Formeln: In den Padé-Formeln [36, 37, 38] wird zwischen analytisch bekann-
ten Grenzgesetzen fiir die Wechselwirkungsbeitrage der freien Energie interpoliert. Es
ergeben sich geschlossene, in ihrer Struktur iiberschaubare Ausdriicke in der ganzen
Dichte-Temperatur-Ebene. Diese Formeln wurden mehrfach verwendet, um Eigenschaf-
ten eines Plasmas vorherzusagen [39].

Die Padé-Formeln werden zum Vergleich herangezogen. Dabei wurden die Hartkugel-
beitrige [40] vernachlassigt. Da in den Simulationen keine angeregte Zustiande im Atom
enthalten sind, wurde auch in den Padé-Formeln nur ein gebundener Zustand beriick-
sichtigt. Die Planck-Larkin-Korrekturen der Zustandssumme [41, 42] gehen ein.

Der lonisationsgrad: In Abbildung 6.3 wird der Ionisationsgrad aus dem Simulationen
mit den Werten des idealen Plasmas und den Padé-Formeln verglichen. Bei Tempera-
turen unter 20000K gibt es keine lonisation. Dartiber steigt der Ionisationsgrad stark
an. Die Kurve der Simulation und die Werte der Padé-Formeln liegen iiber denen der
idealen Saha-Gleichung, weil die Coulomb-Wechselwirkung zu einer Absenkung der ef-
fektiven lonisationsenergie fithrt. Bei sehr hohen Temperaturen werden die Unterschiede
zwischen der idealen Kurve und den Simulationswerten immer geringer, der Einflufl
der Coulomb-Wechselwirkung auf den lonisationsgrad geht bei hohen Temperaturen
zuriick. Der Werte der Padé-Formeln liegen aber auch in diesem Bereich um 6% dariiber.
Die Ursache liegt darin, dafl in die Padé-Formeln die Planck-Larkin-Zustandssumme
[41, 42, 43, 44] eingeht. Sie wird verwendet, weil die unkorrigierte Zustandssumme iiber
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Abbildung 6.3: Der Tonisationsgrad eines Wasserstoff-Plasmas bei einer Dichte n = 1.35 x 10*2cm 3.

alle Anregungszustdnde im Wasserstoffatom divergent ist. Ein Vergleichsrechnung ohne
die Planck-Larkin-Korrektur ergab nur noch eine Differenz von 1%.

Die innere Energie: In Abbildung 6.4 wird die innere Energie aus den Simulationen
Usim. mit der aus den Padé-Formeln Up,q: und der des idealen Plasmas Uy (5.5) ver-
glichen. Die Ubereinstimmung ist wesentlich besser als bei Simulationen, in denen nur
GWP verwendet wurden (Abbildung 5.3). Um Unterschiede zwischen den Kurven besser
erkennen zu koénnen, wurden die Differenzen Usin, -Usd, Upade-Uid, Upebye-Uia 1n Abbil-
dung 6.5 dargestellt. Bei tiefen Temperaturen gibt es keine Ionisation und die Kurven
stimmen iiberein. Mit zunehmender Temperatur steigen Ug;,,. und Upgge starker an, weil
der Ionisationsgrad hoher als im idealen Plasma ist. Durch die freien Elektronen kom-
men Betriage zur kinetischen Energie hinzu.

Bei hohen Temperaturen werden diese Beitrage aber von der Coulomb-Wechselwirkung
iiberdeckt. Die Anziehung von freien Elektronen und Ionen ist die Ursache fiir eine ne-
gative potentielle Energie, die in diesen Bereichen die Korrekturen zur idealen Theorie
bestimmt. In die Debye-Hiickel-Theorie [45] geht die Coulomb-Wechselwirkung durch
den Effekt der Abschirmung ein. Das fithrt ebenfalls zu einem negativen Beitrag zur
inneren Energie. Da der Einflufl der Abschirmung iiberschiatzt wird, kann die Debye-
Theorie als untere Schranke fiir die innere Energie gelten. Diese Theorie ist nur im
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Abbildung 6.4: Die innere Energie fiir eines Wasserstoffplasmas bei einer Dichte n = 1.35 x 1022em™
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Abbildung 6.5: Innere Energie aus Simulationen, aus den Padé-Formeln und aus der Debye-Theorie

abziiglich der des idealen Plasmas
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Grenzfall schwacher Wechselwirkung,d.h. T' — oo, exakt.

Bevor die Coulomb-Wechselwirkung tiberwiegt haben die Kurven in Abbildung 6.5 bei
ca. 50000K ein Maximum. Oberhalb dieser Temperatur verlaufen sie annahernd paral-
lel. Die Padé-Formel liefert geringere Werte, obwohl der Ionisationsgrad hoher ist. Eine
mogliche Ursache ist, dafl in die Padé-Formeln keine Wechselwirkungen zwischen neu-
tralen und geladenen Teilchen eingehen.

Im Fall sehr hoher Temperaturen spielt die Coulomb-Wechselwirkung keine Rolle. Dann
miifiten alle drei Kurven in Abbildung 6.4 iibereinstimmen. Dieser Bereich liegt aber
iiber 200000K und dort wurden keine Rechnungen ausgefiihrt.

6.4 lonisations- und Rekombinationsprozesse

In den vorangegangen Abschnitten konnte gezeigt werden, das die thermodynamischen
Funktionen aus den QMD-Simulationen gut mit anderen theoretischen Vorhersagen
iibereinstimmen, wenn eine feste Anzahl von Elektronen im Grundzustand an ei-
nem Proton fixiert wurden. Ionisations- und Rekombinationsprozesse konnten mit
den Simulationen im chemischen Bild allerdings nicht beschrieben werden. Ein dy-
namisches Konzept, daff solche Uberginge ermdglicht, soll im folgenden skizziert werden.

Ionisation eines Atoms bedeutet, dafl ein Elektron aus einem gebundenen Zustand
durch die Wechselwirkung mit einem dritten Teilchen in einen freien Zustand iiberfiihrt
wird. Der im Kapitel 3 vorgestellte Superpositionsansatz 148t solche Ubergange zu, doch
wegen der Interferenzterme wird die numerische Umsetzung sehr aufwendig. Dies ist
nicht der Fall, wenn ein Elektron entweder im Grundzustand (Ny=1Ng=0) oder frei
(Ng=0,Ng=1) sein kann und die Superposition ausgeschlossen wird. Um Uberginge
zwischen diesen Zustédnde zu ermoglichen, ist es notwendig, die QMD zu erweitern.
Erste Ansédtze dafiir sind in der Arbeit von Sawada und Metiu [46] zu finden. Ohnishi
und Randrup in [47, 48] schlagen vor, stochastische Uberginge zwischen zwei Zustinden
der Wellenpakete zuzulassen. Die Raten folgen aus Fermis Goldener Regel:

27
w(@l — (I)z) = ? ‘

(22/V1%,)[ pr(®2). (6.18)
Bei der Ionisation geht das Elektron von einem gebundenen Zustand aus einem diskre-
ten Spektrum der Energieeigenwerte in die freie Bewegung mit kontinuierlichem Spek-
trum tiber. Eine Schwierigkeit besteht darin, die Parameter des freien Wellenpakets aus-
zuwahlen. Dabei miissen Energie- und Impulserhaltung gewéhrleistet sein. Auflerdem
ist es notwendig, in symmetrischer Weise die Bedingungen fiir den Einfang eines freien
Elektrons festzulegen. Nur so kann sich ein dynamisches Gleichgewicht von Ionisation
und Rekombination einstellen. Dann sollte sich der gleiche Ionisationsgrad einstellen,
wie er aus den Simulationen im chemischen Bild, einem statischen Konzept, ermittelt
wurde.
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lonisation eines Wasserstoffatoms: Im vorangegangenen Abschnitt wurde erlautert,
daf} die Beschreibung eines Gleichgewichts von Ionisation und Rekombination erst mit ei-
nem erweiterten Modell méglich wird. Mit den bisherigen Simulationen kann aber schon
die Tonisation eines einzelnen Atoms, das von einem heifen Plasma umgeben ist, beschrie-
ben werden. Das umgebende Plasma ist vollstandig ionisiert und besteht aus Ionen und
freien Elektronen, die durch GWP fixierter Breite beschrieben werden. Das Elektron
im Atom ist zunédchst im 1s-Grundzustand fixiert und das System wird thermalisiert.
Danach wird dieses Elektron durch ein WWP beschrieben, dessen Anfangsbedingungen
der Grundzustand ist. Das Elektron hat die Freiheitsgrade eines WWP, kann sich vom
Ion entfernen und seine Breite verdndern. Die Zeitdauer der Ionisation des Atoms wird
gemessen. Durch die Coulomb-Wechselwirkung mit den Teilchen im Plasma bewegt sich
das Elektron auf engen Bahnen um den Kern (Abbildung 6.6). Seine Energie verandert
sich nur wenig. Diese Anregungen stehen zwar im Widerspruch zu Quantenmechanik
(Abschnitt 5.2), verfalschen die Ionisationszeit aber wenig, solange die so aufgenomme-
ne Energie klein bleibt. Erst ein effektiver Stoff mit einem Elektron aus dem Plasma,
bewirkt die Ionisation. Dabei nehmen die Energie und der Abstand vom Kern innerhalb
kurzer Zeit stark zu (Abbildung 6.6 und 6.7). Wenn das Elektron im Schwerpunktsystem
des Atoms eine positive Energie erreicht, wird es frei und der lonisationsprozefl wird als
abgeschlossen betrachtet. Auf diese Weise wurde die lonisationszeit 7 aus 400 einzelnen
Prozessen gemittelt. Der Ionisationskoeffizient « ist definiert als:

a= 1 (6.19)

”
™

wobei n, die Dichte des Plasmas, eingeht. Der Ionisationskoeffizient eines idealen Plasmas

[39] lautet:

—10mag 0 T | E5|
id = —F=——= |Ey| E1{ — 6.20
cid \/27kaBT | 0| l{ k‘BT ( )

Vielteilcheneffekte sind in dieses Formel nicht berticksichtigt. Sie tragen zur Erhohung
der Tonisationsrate bei. Aus der Debye-Hiickel-Theorie [45, 43] folgt der Korrekturfaktor:

AT
apyg = g exp{kB—T} , (6.21)

der sich aufgrund einer Verminderung der lonisationsenergie um

e2 kBT
Al = — =1/ .22
rp D 4mne? (6.22)

ergibt. Die ersten quantenmechanischen Korrekturen der Ionisationsenergie werden in
der 2-Formel [43] beriicksichtigt:

AT=—% O __me (6.23)
_T'D—I-% ’ _\/QTILL]CBT ’ 'u_me—l—me ’
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Abbildung 6.6: Abstand der Elektron-Wellenpakets im Verlauf des Ionisationsprozesses
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Abbildung 6.7: Energie des Elektrons im Tonisationsprozef
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Abbildung 6.8: Vergleich der ITonisationsraten bei einer Dichte von n =
6.7 x 1022em ™3 (taromar=2.4x 107 17s)

wobei u die reduzierte Masse ist. In Abbildung 6.4 werden die Ionisationsraten der ver-
schiedenen Modelle verglichen. Zusétzlich wurden noch die Ergebisse der Simulationen
von Podlipchuk et al.[18] aufgenommen.In dieser Arbeit wird das Plasma durch klassi-
sche Elektronen mit Yukawa-Potential beschrieben. Diese Ergebnisse stimmen sehr gut
mit den analytischen Ergebnissen iiberein. Die QMD-Simulationen zeigen qualitativ den
gleichen Verlauf. Bei niedrigen Temperaturen dauert der Ionisationsprozefl sehr lang
und im Fall hoher Temperaturen geht die Ionisationsrate a~! niherungsweise gegen eine
Konstante. Mit den QMD-Simulationen konnte der klassische Grenzfall allerdings nicht
reproduziert werden. Mogliche Ursachen wéren, dafl die Definition der Ionisationszeit,
d.h. ab wann ein Elektron als ionisiert betrachtet wird, ein Rolle spielt oder dafi das

Potential der Ionen im Plasma das Ergebnis beeinflufit. Diese Frage soll in durch weitere
Simulationen beantwortet werden.
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7. Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wurde ein Wasserstoff-Plasma mit Methoden der Quanten-
Molekular-Dynamik untersucht. Dieses System besteht aus Elektronen und Protonen. In
der Simulation wurden die Protonen durch klassische Punktteilchen und die Elektronen
durch Wellenpakete beschrieben. Die Wellenpakete stellen ein Approximation der exak-
ten quantenmechanischen Losung des Vielteilchenproblems dar. Verschiedene Ansétze
fiir die Wellenfunktion der Elektronen sind moglich. Neben dem traditionellen Ansatz
der GauBschen Wellenpakete wurden zwei neue Ansitze eingefithrt. Die dynamischen
Eigenschaften aller drei Wellenpakete wurde detailliert untersucht.

Die Zielstellung dieser Arbeit war die einheitliche Beschreibung des Wasserstoff-Plasmas
in verschiedenen Temperaturbereichen. Es wurden Vielteilchensimulationen mit verschie-
denen Ansitzen fiir die Elektronwellenfunktion ausgefithrt und die thermodynamischen
Eigenschaften dieser Systeme bestimmt. Dabel wurde gepriift, in wie weit es moglich ist,
die Grenzgesetze der Plasmatheorie fiir hohe und tiefe Temperaturen zu reproduzieren.
Die Ubereinstimmung mit den Vorhersagen der Plasmatheorie ist Voraussetzung, um aus
den Simulationen Aussagen tiiber die Eigenschaften eines Wasserstoff-Plasmas ableiten
zu konnen.

Bei tiefen Temperaturen liegt Wasserstoft in molekularer Form vor. Fiir die Molekiilbin-
dung sind die Austauscheffekte verantwortlich. Sie konnen im Rahmen der Quanten-
Molekular-Dynamik beriicksichtigt werden. In einem einfachen Zugang konnte die For-
mierung von Molekiilen beobachtet werden.

Eine gute Beschreibung der thermodynamischen Eigenschaften wurde durch die Simu-
lationen im chemischen Bild moglich. Bei dieser Methode wird eine bestimmte Zahl
der Elektronen im Grundzustand an Atome gebunden, wahrend die {ibrigen durch freie
Gauflsche Wellenpakete beschrieben werden. Mit diesem Ansatz wurde der Ionisations-
grad und die innere Energie bestimmt. Ionisations- und Rekombinationsprozesse ent-
sprechen Uberginge zwischen freien und gebundenen Zustinden. Zu ihrer Beschreibung
ist ein neues Konzept fiir die Dynamik erforderlich. Dafiir wurden in dieser Arbeit Vor-
schldge gemacht. Zusammenfassend 1aft sich sagen, daff mit den Simulationen im che-
mischen Bild ein vielversprechender Zugang zur Beschreibung von Plasmen aufgezeigt
wurde, den es sich weiterzuverfolgen lohnt.
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